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Synthese des Travaux de
Recherche

Dans de nombreux domaines des sciences, on s’intéresse a 1’analyse des variables es-
sentielles a la description d’une information donnée. Le traitement de cette information
est alors plus simple et performant lorsque ces variables sont :

— déterministes [stochastiques dégénérées] et associées a une fonction suffisamment
réguliere : de cette régularité dépend notre capacité a représenter cette fonction de
maniére plus ou moins parcimonieuse. La parcimonie au sens de la représentation
des fonctions déterministes se définit ici comme étant notre capacité a trouver une
base fonctionnelle pour laquelle, la projection de cette fonction se traduit en un petit
nombre de coefficients significatifs.

— stochastiques [non-dégénérées| et obéissant a des formes/structures de dépendances
connues ou faciles a approximer : de la complexité de ces structures dépend notre

capacité & décrire ce processus de maniére parcimonieuse!. La parcimonie au sens
de la description d’un processus stochastique se mesure selon notre capacité a
associer a ce processus, un modele statistique ou probabiliste pertinent et admettant
trés peu de parameétres de description.
La littérature anglophone sépare les 2 contextes de description et de représentation
a travers les terminologies de parsimony (description compacte des processus aléatoires)
et sparsity (représentations compactes des fonctions déterministes).

Dans la littérature francophone, sparsity a été traduit (et est trés largement utilisé) par
parcimonie. Et comme une variable déterministe peut étre vue comme étant une variable
aléatoire dégénérée, nous utiliserons donc le terme parcimonie pour ces 2 contextes, en
spécifiant selon les cas qu'il s’agit de la représentation d’une fonction déterministe
ou la description d’un processus aléatoire.

Les représentations parcimonieuses (pour une fonction déterministe donnée) ont vu
leur intérét décuplé dans les années 19-80s/90s, avec la révolution numérique et ses

1. La notion de parcimonie était rattachée historiquement (années 1960s notamment) au contexte
de description des variables aléatoires. Une variable aléatoire décrite par une distribution de probabilités
Gaussienne est ainsi une association de ’ensemble des éventualités régissant le phénomeéne sous-jacent a
travers un modeéle connu par seulement 2 parameétres : la moyenne et la variance des réalisations de cette
variable.
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problématiques de compression et d’analyse de données (signaux et images numériques
notamment) associées a des grandeurs souvent réguliéres.

Aujourd’hui, les transformées en ondelettes 2 se sont trés largement imposées comme ou-
tils de représentations parcimonieuses des fonctions déterministes réguliéres ou réguliéres
par morceaux. On trouve ainsi une littérature trés dense sur les caractérisations de coeffi-
cients d’ondelettes de telles fonctions, selon le nombre de coefficients significatifs |

, I, [ , | ou selon la décroissance en amplitude des coefficients
[ , 1, 1 , I | , | et cela, relativement a la régularité de
la fonction analysée versus celle de 'ondelette analysante.

Considérons maintenant la projection d’un processus aléatoire donné sur
un sous-espace hilbertien généré par des fonctions ondelettes. Appelons
processus aléatoire d’ondelettes, la séquence des ‘coefficients’ de cette projection.
Nous distinguerons 2 catégories de travaux : {c1} celle portant sur ’analyse des propriétés
statistiques des processus aléatoires d’ondelettes et {c2} celle dont le cceur est 1’estimation
des parameétres d’'un modeéle, explicite ou implicite, par le biais de processus aléatoires
d’ondelettes. Nous distinguerons également 2 types de schémas de décomposition en
ondelettes : le premier type, {t1}, consiste a décomposer trés finement les composantes a
faibles variations du processus (approximations) et trés grossiérement les composantes a
fortes variations de ce processus (détails), par opposition au second type {t2} d’analyse
fine & plusieurs niveaux de détails. Dans les schémas {t1}, la transformée orthogonale et
telle que la division récursive de ses nceuds ne concerne que le chemin des approrima-
tions sera appelé TO [Transformée en Ondelettes]. La TO est un cas particulier de la
décomposition dite TPO [Transformée par Paquets d’Ondelettes| ol la division récursive
des nceuds n’est pas forcément contrainte ou peut 1’étre - mais de plusieurs manieres
possibles (schémas de type {t2}).

Dans les années 1990 et début des années 2000, les principaux travaux sur la ca-
ractérisation des processus aléatoires d’ondelettes concernaient justement :
— la TO, donc un schéma {t1} de décomposition trés fine de la partie plutét ‘basses

fréquences’ | , | ({c1}, mouvement Brownien fractionnaire), [

, ] ({c2}, processus a ‘mémoire longue’), | , | ({c1},
mouvement de Lévy fractionnaire), | , | ({c2},
processus intégrale fractionnaire), [ , | ({c1}, processus

intégrale fractionnaire),
— des schémas {t1} spécifiques présentant les mémes caractéristiques ‘basses fréquences’

que la TO | , ] ({c1}, processus aléatoires stationnaires),
[ , | ({c1}, processus aléatoires cyclostationnaires) et plus ra-
rement,

- la TPO | , ] ({c1,t2}, statistiques du second ordre dans le cas des

2. Nous utiliserons la terminologie transformées en ondelettes pour les différentes variantes de trans-
formées continues ou discrétes, orthogonale ou non, indépendamment du schéma de décomposition ou de la
forme de I'ondelette.
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processus stationnaires).
Cette hégémonie de la régularité (large majorité de travaux sur les schémas {t1}) est
justifiée par le fait que les principales informations que nous exploitons sont portées par
des signaux/images plutot réguliers (faibles variabilités), ainsi que le souci de limiter le
colit algorithmique induit par les multiples divisions récursives intrinseques aux schémas
de type {t2}.

Au milieu des années 2000, les outils de calcul scientifique (ordinateurs notamment)
étaient suffisamment puissants pour permettre, a cofits raisonnables, des simulations
numériques et une validation/exploitation de résultats théoriques sur les schémas plus
complexes de décomposition {t2}. C’est dans ce contexte que notre these | , ] (2005-
2008) a proposé, pour les schémas de type {t2} impliquant des processus aléatoires station-
naires au sens strict, une généralisation a tous les ordres statistiques des résultats obtenus
dans | , |. En partant des interactions entre le processus analysé et les
fonctions d’ondelettes analysantes, en étudiant le comportement limite des cumulants
des processus aléatoires d’ondelettes, | , ] (voir aussi | , ) a
proposé des théoréemes centraux limites TPO dans le contexte ol ’on s’intéresse a une com-
position quelconque mais récursive de fonctions d’ondelettes de nature différentes (chemin
asymptotique pris arbitrairement dans un arbre TPO). Cette thése a également fourni
une caractérisation de la vitesse de convergence des cumulants des processus aléatoires
TPO vers les cumulants limites, en fonction de la régularité et du support fréquentiel de
I’ondelette analysante. Ces différents résultats ont été analysés et validés par le biais de la
simulation numérique sur des données issues de générateurs de nombres aléatoires et des
données réelles.

Ces travaux de thése ont soulevé de nombreuses questions dont l'une des plus im-
portantes est de savoir si certains de ces théorémes limites s’appliquent aux processus
non-stationnaires. Les réponses a ces questions ont été étudiées dans différents articles
scientifiques : apres les travaux de theése | , |, nous avons mené une premiere étude
portant sur un processus non-stationnaire bien connu : le Mouvement Brownien Fraction-
naire (MBF). Les propriétés du MBF étaient déja connues pour une analyse de type TO
[ , L , |, mais pas pour une TPO. Nous avons
ainsi montré dans | , | que les résultats obtenus dans | ,

| s’appliquent sur tous les chemins TPO d’un MBF, sauf sur celui des approxima-
tions : toutes les non-stationnarités du MBF sont rejetées sur ce chemin et, en excluant
ce chemin, on obtient par le biais des paquets d’ondelettes, une méthode performante de
caractérisation spectrale ({c1}) et d’estimation du parametre de Hurst du MBF ({c2}).

Nous nous sommes alors posé la question de savoir s’il existait des non-stationnarités
ou d’autres types de dépendances statistiques fortes qui pouvaient affecter des chemins
spécifiques autres que le chemin des approximations, rendant ainsi ces chemins singuliers
au sens ol les théorémes centraux limites obtenus dans | , | ne s’appliquent pas.
C’est ainsi que nous nous sommes munis d’une fonction générique de dépendances pre-
nant en compte des formes explicites de non-stationnarités et de nombreuses structures
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de corrélations. A partir de cette fonction, nous avons mis en évidence dans [
, ], les facteurs qui contribuent a rendre un chemin

— singulier (lieu des non-stationnarités et corrélations fortes) ou

— régulier (associé a des sous-séquences stationnaires et décorrélées asymptotiquement).

L’objectif de I’étude asymptotique proposée dans les références |

, | et | , | est la compréhension du comportement des
coefficients d’ondelettes en présence de non-stationnarités. Connaitre la nature de ces coef-
ficients est en effet essentiel pour le choix de modeles statistiques ou probabilistes parcimo-
nieux. On dissociera par la suite les descriptions statistiques des descriptions probabilistes
(méme si des liens évidents existent entre les 2 descriptions).

Par description statistique, on cherche a caractériser le comportement des cumulants
d’une variable (sans nécessité de spécifier la nature des probabilités) et a trouver des
liens entre les cumulants des différentes variables définissant le processus. Ces liens sont
souvent paramétrables et conduisent dans ces cas a des descriptions par le biais de formes
analytiques dites paramétriques (processus autorégressifs, processus de Wiener, etc.).

Par description probabiliste, nous nous intéresserons plus spécifiquement au comporte-
ment des distributions de probabilités : toute la fonction génératrice des cumulants statis-
tiques est alors prise en compte afin de définir la loi de probabilité pour chaque variable.
Ces lois de probabilités sont elles aussi souvent associées a des formes paramétriques.

Les références | , L1 , [

, | fournissent un point de vue panoramique des
modeles statistiques (principalement les modeles a différentiation / intégration fraction-
naire) et probabilistes (& travers des dictionnaires de modeéles paramétriques simples) qui
sont proposés pour une description parcimonieuse. Les résultats donnés dans [

, 2010], | , 2012] et |
, | sont pour la plupart des contributions {c1,t2} de caractérisations de pro-
cessus aléatoires d’ondelettes. L'exploitation de ces résultats est donnée pour différentes
applications relatives aux problémes :

— de caractérisation spectrale d’un champ aléatoire (texture) et proposition de modéles
parcimonieux a partir de ’observation de chemins singuliers dans un arbre de la
TPOD (] ) I [ ,

I [ : D

— de caractérisation d’un ensemble d’images dépendantes sur les meilleures bases d’on-
delettes, au sens du contenu texture (attributs de stochasticité), ainsi que dans un
contexte dit distribué semsi-collaboratif avec minimum d’échange d’informations
(l : Jet | ) D

— d’analyse de séries temporelles d’images avec des problématiques de détection de
changements et de régularisation spatio-temporelle ([

? :I’ [ ’ ] et [ ’
D-




CONCLUSION - PERSPECTIVES 5

Conclusion - Perspectives

Les travaux résumés dans la section précédente proposent des résultats concernant
la caractérisation des processus et champs aléatoires non-stationnaires par le biais des
transformées en ondelettes. Ils montrent que les transformées en ondelettes, du fait de :

— la disponibilité de différentes formes d’ondelettes admettant des caractéristiques spec-

trales différentes (moments nuls, support fréquentiel étroit ou étalé, etc), ainsi que

— leurs schémas de décomposition multi-résolution récursif,
sont un cadre idéal d’analyse non-paramétrique ou de modélisation paramétrique (statis-
tique et/ou probabiliste) des champs aléatoires. Ces travaux de recherche montrent en
effet que la description d’une grande classe de processus et champs aléatoires est possible
avec une série de processus/champs aléatoires d’ondelettes simples et cela, lorsque la base
d’ondelettes est déterminée a ’avance.

Tel est l’avantage des descriptions en ondelettes, en comparaison avec les descriptions
adaptatives ou adaptées de type ‘poursuite itérative de bases’ et ‘transformée de Karhunen-
Loéve’. Cet avantage devient une solution incontournable pour des applications nécessitant
une mesure de similarité entre champs aléatoires, donc qui imposent la contrainte de
bases communes et d’attributs comparables. Une extension immédiate de ces descriptions
concerne l'analyse impliquant des transformées en ondelettes non-usuelles, notamment les
transformées basées sur des filtres fractionnaires |

, I [ , | ou des schémas d’analyse
multirésolution rationnelle [ , ]

Concernant l’analyse non-paramétrique, il est certain qu’on peut améliorer 1’estima-
tion spectrale en considérant des transformées en ondelettes trés redondantes. L’autre
perspective a ce sujet concerne le développement d’une méthode d’échantillonnage spec-
tral irrégulier et adapté a la nature du champ en entrée : pour de nombreuses textures,
le spectre est treés creux et 'utilisation d’un test de décorrélation permettrait d’arréter la
décomposition dans certains chemins spécifiques (décorrélation atteinte pour un processus
aléatoire d’ondelettes donné).

Concernant la modélisation statistique, la pertinence des modeéles Généralisés de
Champ Brownien Fractionnaire (GCBF) introduits dans | ,
| doit étre vérifiée expérimentalement, pour la description de différents types de tex-
tures . Ces modeles pourront également étre enrichis par composition avec des modeles
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autorégressifs généralisés | , | afin de prendre en
compte des dépendances a la fois sur le long et court terme. L’estimation des parametres
de ces processus généralisés pourra s’inspirer de l'analyse multifractale |

, L1 , | puisque les GCBF possédent
par définition, plusieurs parameétres fractionnaires.

Concernant la modélisation probabiliste, la prise en compte des dépendances résiduelles
n’est pas évidente : d’une part, le fait de décomposer de maniere tres fine le champ aléatoire
n’est pas toujours envisageable, d’autre part, les fonctions de dépendances usuelles telles
que les copules posent de nombreux problémes a la fois théoriques et pratiques d’estima-
tion. Une perspective pertinente a ce sujet semble étre le choix d’une modélisation jointe
statistique et probabiliste avec prise en compte des dépendances résiduelles par une va-
riante du développement d'Edgeworth | , | basée sur des
gaussiennes composées | , .

De nombreux champs d’applications restent encore a explorer, notamment Iles
problémes de codage/compression conjoint, d’échantillonnage compressif ou de fusion dans
un contexte distribué, avec un intérét potentiel de cette analyse pour les séries temporelles
d’images satellitaires et I'imagerie optique 3D.

Pour les séries temporelles d’images, le déploiement de la future constellation ‘Senti-
nel’ de satellites imageurs (agence spatiale européenne) sera un cadre idéal de test, de
validation et de proposition de nouvelles méthodes/modeles de traitements de données
multimodales distribuées. Du fait de la diversité des images Sentinel (modalités radar,
optique et infrarouge), ces nouvelles méthodes devront mettre en évidence, les invariances
d’un objet observé sous différentes modalités. Cela requiert 'intégration de la connaissance
experte | , | et V’interaction modeles/connaissances dans
les méthodes de détection de changement.
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