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Quelques réflexions concernant la représentation d'une
algebre de Post et d'une algébre de Post involutive dans 1'algebre des
parties floues d'une structure floue involutive.

J. COULON et J.L. COULON

Nous utilisons une définition du concept d'algébre de Post avec une chaine fermée de
constantes qui,dans le cas d'une chaine continue comme par exemple l'intervalle réel

[ 0,1] ,est celle que donne T.TRACZYK dans [9].

Alors, le treillis J X des parties floues d'un ensemble non vide X est naturellement une
algebre de Post si et seulement si la chaine fermée J est compléte.

Nous montrons, reprenant une idée de D. PONASSE exposée dans 5], que toute
algebre de Post est représentable dans l'algebre des parties floues d'une structure floue.
Nous définissons aussi, par analogie avec la théorie des algebres de Lukasiewicz,une
notion d'algebre de Post involutive. Reprenant notre travail [2], nous montrons que
toute algebre de Post involutive est représentable dans l'algebre des parties floues d'une
structure floue involutive.

Enfin, notre travail est 2 mettre en parallgle avec celui de S RUDEANU [7].

1. Définition d'une algébre de Post avec une chaine fermée de
constantes.

Nous adopons une définition du concept d'algebre de Post avec une chaine fermée de
constantes un peu différente de celle utilisée par S.RIBEYRE [6] et S.RUDEANU [7]
mais qui nous semble plus en accord avec la théorie des ensemble flous et qui, dans le
cas ol la chaine est | 'intervalle réel [0,1] coincide avec la notion d'algebre de Post
généralisée avec une chaine continue de constantes selon T.TRACZYK [9].

Définition: .
Soit J une chaine fermée ( de plus petit élément O, de plus grand élément 1 ). On appelle
algebre de Post J-valuée toute (L, J, (¢;) 5, (D)) ;g5) o
* | est un treillis distributif fermé ( dont on notera aussi O et 1 les éléments extrémes )
x (€) ;g estune famille d'éléments de L telle que €= 0, e =1, 1= € Se;

J
x Si B désigne l'anneau booléen des éléments chrysippiens de L, (D;) ;cjest une

famille d'applications de L dans B, avec: Dy(x)=1, i<j=D;(x) 2 Dj(x) , et si

i=V iy existe (dansJ), alors la famille (Dik(x)I)k a une borne inférieure dans B,
k



et: Dij(x) = A Dy (x)
k

xX=V [e;AD;(x)]
€]
* sl (a)gy estune famille d'éléments de B telleque:ag=1 , is<j =a;>3j ,et

si i=V Ik existe,alors A a, existe et a= A @, alors il existe un élément x de
k k k
L tel que: pourtoutidans J: a;=Dy(x) et x= V [e;/\ai]
i€J

Remarque: on vérifie aisément que toute algebre de Post est une algebre de
Lukasiewicz ( en prenant la définition d'une algebre de Lukasiewicz donnée par l'école
roumaine de MOISIL et rappelée dans [1]et[2] .

2.A_quelle condition l'algébre JX des parties floues d'un ensemble X
est-elle une algébre de Post?

Théoreme 1: soit J une chaine fermée et X un ensemble non vide.

L'algebre JX des parties floues de X est une al gebre de Post si et seulement la chaine
J est compleéte.

Preuve:
x JX est naturellement un treillis distributif fermé, dont I'ensemble des éléments
chrysippiens est B =2X ( ensemble des parties nettes de X))
* posons, pour chaque i de J, et pour chaque x de X: E(x) =i .
On a clairement E=0,E =X,ixj =>EiDEj.
* Si uEJX,posonspourtout idel: Dl(u)={ xeX/ ux)zi }
On voit clairement que:
Di(weEB
Do(n) =X
i<j = Dj(w) DD;w
Si i=V i, alors Dj(w)= [ Dy (w)
k k

= U[ENDiw]
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* Supposons maintenant que la chaine J est compléte :

Soit (A; ); ¢ y une famille de parties nettes de X telle que:
Ag=X
1<j = AD Aj

Sii=Vig,alors: A; =) A,

k k

Comme J est complete , on peut poser:  p=\J (ENa4A;)
i
Reste & montrer que, pour toutideJ: A;=D; W :
XED (W) < uzi = V[jinaw]zi o ver/xea;)zi
€l

Soit Jy = v{jEJ/xEAj)zi et ig= VJX. Comme AiO = M4, Jx est une

EJx
section initiale de J de plus grand élément i -

Donc x ED; (u) = in2i « 1€EJy & X EA;.

xSupposons cette fois J non compléte:

Soit M une partie de J sans borne supérieure .
Fixons un élément a de X.
Définissons la famille (Aide; par:

Ag=X

Si iz0,etsi i est majoré par un élémentde M : A; = {a}.

Si i20,etsi i n'est pas majoré par un élémentde M : A = Q.
Il est facile de voirque i<j = A;DA

Supposons que 1 = V ig:
k
S'il existe kq tel que Ay, = @: () Ay, =D . Or, pourtout mde M : ik, > m,

k
donc 1 2 ik, > m,et A=0

Si pour tout k, Aj, = {a}: ) Aj, = {a). Oril existe my dans M tel que ip<my

k
pourtout k .Si A;=, pourtout m de M: i>m et i majore M. Soit | un
majorant de M : I2my >i, dod 1>i et i = VM, absurde. Donc Ay ={a}
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Le cas ou il existe k; tel que Aj,, = X se traite facilement .

Si XX était une algebre de Post, il existerait u € JX telle que: u=U ( EN A; )
EJ

Vi€l : Diu) = Aj
Remarquons que p(a) 20, et que Ay = Dyay(n) = {a} .Donc il existe m; dans M
tel que u(a) < my .D'autre part,si m 2 0, Ap=A{a} et An=Dp(w .
Dot u(a)2m.
De tout cela résulte que p(a) EM et que M admet une borne supérieure , u(a) , ce qui
est absurde.

3. Représentation d'une algébre de Post :

Théoréme 2 : soit [L, J, (¢)g; »(Di)e; ] une algebre de Post .Notons B I'anneau
booléen des éléments chrysippiens , et S son espace dual (ensemble des
ultrafiltres).Soit ¢ la chaine des sections initiales de J - {0}.Alors , l'application f
de L dans Qs définie par f(x) (s) = { i€J-{0} / Di(X) Es} estun monomorphisme
d'algebres de Post .

Preuve: la notion de morphisme d'al gebre de Post va de soi.
* D.PONASSE a déja utilisé dans [5] cette application f et montré qu'elle est un
monomorphisme d'algebres de Lukasiewicz .

* comme § est compléte , on peut munir gS d'une structure naturelle d'algebre de
Post (cf 2.)

* f(e)(s) = {j € J-{0}/ Dj(ei) €S}
Or (cf [3]), on montre que Dj(ei) =0 si i<j, 1 sinon.D'ol résulte que:

f(&)(s) = {j €J-{0} / j <i } = Eys) .

4. Définition d'une algébre de Post involutive :

Définition:
Soit J une chaine fermée ,munie d'une involution décroissante n .On appelle algebre
de Post involutive toute [L,J,n, (eides » D » (Ai)iej ,N] ou:

*[L.J, (ei)es - (Dikey] est une algébre de Post au sens de 1.
x N est une involution décroissante de [ dont la restriction 4 I'anneau booléen B des

€léments chrysippiens est la négation booléenne 4 de B et telle que €nhi = Ne; pour
tout i de J.



v

* (Aiaie j est une famille d'applications de L dans B, avec: Aj(x) =0, D;N = 1A,;

pourtout i de J, A;<Dj, et (¢): Di=A Aj

j<i

Remarque: si J est une chaine compléte munie d'une involution décroissante n , et X
un ensemble non vide, alors JX est naturellement une algebre de Post involutive:
on munit d'abord JX de la structure d' al gebre de Post évoquée en 2.
Posons, pour tout i de J: Aj(u) =( xeX / ux)>1 } ,
et: (Nw) (x) = n[u(x)]
On vérifie facilement que, ainsi équipée, JX estune al gebre de Post involutive.

Remarque: toute algébre de Post involutive est une algébre de Lukasiewicz involutive
(ausensde [2])

5. Représentation_d'une algébre de Post involutive :

Théoréme 3: soit [L,J,n,(e)e;, (Ddey » (Ai)iej , N1 une algebre de Post
involutive. Soit ¢ le complétéde Mac Neille de J. Soit Z I'ensemble des filtres
premiers de L. Alors on définit un monomorphisme d'algebres de Post involutives de
la fagon suivante:

f(x) (P) = ensemble des minorants des majorants de l{iEJ -{0}/Di(x)EP }

preuve:
* la notion de morphisme d'algebres de Post utilisée va de soi.

x nous avons dé€ja utilisé dans [2] cette application f.

Rappelons que, si ST désigne -pour toute partie S de J -l'ensemble des minorants
des majorants de S, le complété de Mac Neille de J est I'ensemble des parties S de
J telles que S* = S, muni de I'inclusion.

Rappelons (cf [2] ) qu'il existe une unique involution décroissante m de 4 qui
prolonge n, a savoir :

m(S) = M [n(e)}
acs
Dans [2], nous avons démontré que f est un monomorphisme d'alggbres de
Lukasiewicz involutives.
x [l reste & vérifier que f(e;) =E;

Or f(ep (P) = {jEI{0)DedeP) = {jel{oyjsi | = {ij=/js } = EP)
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6. Quelles sont les algébres de Post et les algébres de Post involutives
isomorphes a une algébre de Post (involutive) de la forme JX?

a Remarques préliminaires:

Soit L une algebre de Post ( J-valuée,dont B est l'anneau booléen des éléments
chrysippiens ) isomorphe & J 1X . Alors, nécessairement:

J1=1J

J 1 »donc J, est complete

L'isomorphisme de L sur JX induit par restricion un isomorphisme booléen de B
sur 2X

b Inversement, soit [ L.J, (&)ey. (Diie; ] une algebre de Post . On suppose la

chaine J compléte et quiil existe un isomorphisme booléen A de I'anneau booléen B

des éléments chrysippiens de L sur 'anneau booléen 2X des parties d'un ensemble
X non vide ( c'est-a-dire que I'anneau booléen B est complet et atomique ).

Alors, on définit une application 8 de L dans JX de la maniére suivante:

soit x dans L . On considere la famille (Di(x)),; d'éléments de B .

Par A, il lui correspond une famille (Aj)e; d'éléments de 2X.

Comme on a clairement A; = () Aj, si i= V ik, cette famille (Aile; estla

k k
famille des niveaux de flou d'un certain élément de JX qu'on prend par définition pour

0(x).
on vérifie aisément que © est un isomorphisme de Post de L sur JX .

esoit [L,J,n, (&)g;, (De; » (Ail)iej » N'] une algebre de Post involutive.On

suppose J complete, et qu'il existe un isomorphisme booléen de B sur un 2X .On

construit, commeen b |, I'isomorphisme de Post 6 de L sur X,

Gréce aux relations DiN=14, et Di=A A; (d'ourésulte que A; =V D;).on
j<i Jj>i

vérifie aisément que 6 est en fait un isomorphisme d'algébres de Post involutives de

L sur JX.

En résumé:

Théoréme 4: une algebre de Post (éventuellement involutive) J-valuée et dont B est
I'anneau booléen des éléments chrysippiens, est isomorphe a une algebre 3X si et
seulement si J est complete et B est complet et atomique.



7. Quelques commentaires pour_finir:

Soit L une algebre de Post J-valuée dont B est I'anneau booléen des éléments
chrysippiens.

a Si J est compléte, si tout élément de J a un prédécesseur et si B _est fini. le
monomorphisme f décrit au paragraphe 3 est un isomorphisme:

Comme J est compléte et comme chacun de ses éléments a un prédécesseur, 4 = J.
Comme B est fini, B est isomorphe (par I'application de Stone) 4 I'anneau booléen
des parties de 1'espace de ses ultrafiltres. _ _

On vérifie alors aisément que I'isomorphisme 6 construit en 6.b coincide avec
l'application f décrite en 3.

b Méme si_J est compléte et si B _est fini, le monomorphisme décrit au paragraphe §.
peut n'étre pas surjectif’
1

La chaine J a trois éléments O<§<1 peut étre naturellement munie d'une structure

d'algebre de Post involutive J-valuée.
B = {0,1}.
L'ensemble Z des filtres premiers propres de L posséde deux éléments: {%,1}, {1}.

Par conséquent L, qui a trois éléments, ne saurait étre isomorphe a A qui en a neuf.
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