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Sur la définition d'une topologie floue

Abstract: A.P.SOSTAK gave in [1] a completely new definition of a fuzzy
topology: for him, a fuzzy topology on a set X is defined as a Juzzy subset of the family

IX satisfying some axioms . In this paper, we use the same definition of a fuzzy
lopology , but the degrees of membership are elements of a complete Heyting lattice
instead of the real unit interval. On the other hand, we introduce differently a concept of
interior and a concept of neighborhood .

O Introduction :

Une notion de topologie floue a été introduite par C.L.CHANG en 1968 ( [1] ). En 1976
-RLOWEN a modifié cette définition ([2]), exigeant en outre que soient ouvertes
toutes les parties floues constantes .

>

Avec chacune de ces définitions, une partie floue est ouverte ou ne l'est pas.

A.P.SOSTAK a proposé une approche toute différente, en 1985 ([3]) : il associe a toute
partie floue son degré d'ouverture.

Nous allons ici reprendre la définition de A.P.SOSTAK, dans un cadre un peu plus
général ( les valeurs d'appartenance ne sont pas nécessairement des éléments de
l'intervalle réel [0, 1] ) ,et aborder autrement les notions d'intérieur et de

voisinage,introduisant des outils qui nous semblent plus maniables, parce qu'agissant
"niveau par niveau" .

1: Cadre d'étude . Définition d'une topologie floue:

* Les valeurs d'appartenance sont des éléments d'un treillis de Hevting complet J

( dont O désigne le plus petit élément et 1 le plus grand ) . Une partie floue de X
( référentiel : ensemble non vide donné ) est une application de X dans J.

* Une topologie floue sur X, selon A.P.SOSTAK, est une application J de JX
dans J telle que :

(T1) pourtoutaelJ: J(a)=1 ( adésigne la partie floue valant
constamment o ) .
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(T2) pourtout peX ,velX: T(nnv)2T(w)aT (v)
('T3) pour toute famille (p‘i)iel d'éléments de JX:
ET(Uui) 2 AT (w)

T(p) est interprétable comme le degré d'ouverture de p .

Commentaires:

x Siael, 3'a= {nel /7 J(n)za} est une topologie floue au sens de
R LOWEN ,maispas J',= { pelX / JT(pn)>a }.

* Inversement , soit ( &) o, une famille de topologies floues au sens de R. LOWEN

telle que pour toute famille (o) ; el Sﬁ,vai = ﬁ&&ai . On définit alors une
topologie floue sur X en posant:

J'(u)zv {BEJ/uegf,B }

* Dualement , on peut définir une cotopologie floue sur X comme une application C
de JX dans J telle que :

(T1) pourtout o €J :C(a)=1.
(COT2) pour p,velX:C(puv)2C(u)aC(v)
(COT3) pour toute famille (; ); oy d'éléments de X,

CC Nu)z A C(w)

i€l i€l

* Dans le cas ol J est muni d'un complément ( c'est & dire d'une application

a —> o' involutive et décroissante ) , on définit une cotopologie floue
(respectivement une topologie floue ) & partir d'une topologie floue

( respectivement une cotopologie floue ) par : g (n) = J¢( w')

2 : en guise d'intérieur :

2/1 .

x Définition et notations :

Soit u€ JX . Pour chaque a € J,onpose: I(w= U v

vCu
FV)za

I(n) est la plus grande partie floue contenue dans p et au moins a-ouverte.
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On appelle intérieur de p la famille ( I )oer -

+« PIopriétés :
DILWCu; lw=p e Twza; 11w =10 ; L@ =p
2) asp = Igw C L)
3 usv = 1,WC LM ; I W) =ImwnN I,(v)
4) (B €J/Ig(w) = u} aun maximum , qui est J(p).

Remarque : la preuve de 3) utilise que J estun treillis de Heyting complet .

* Les axiomes d'un intérieur :

Proposition : soit (Ja)ae.l une famille d'applications de JX dans lui-méme |
vérifiant les axiomes :

(I1) J, (W) Cp pourtouto €1J et tout ne X

(I1)  J(B)=B pour tous a,pel]

(11" Jo(Jo(w) =J (w) pour touta €7J et tout pe JX

(12) asfp = Jﬁ(p,) C Ju(w) pourtous o, BEJ ettout pe JX
I3)  J(ww) =J,(w N J(v) pourtouta €J ettout p,ve JX

14 {B el/ Jp(w) = u} a un maximum , pour tout p € JX

Alors , en posant © () = max { pel/ Jp(w) = u} , on définit une topologie floue
sur X pour laquelle (J o) o) estlintérieur de p .

QI'CUVC .
(T1): O(a) = max{BE I/ Jg(a) = a)=1
(T2): Ouv) = V(B E 1/ Iyum) = uﬂv}
- V{pei Tp(WNIg(v) = uﬂv} d'apres (I3)
Si JY(u) =p et Js(v)=v , JYAG(p.ﬂv) = JyAG(V‘) N JYA6(V) D JY(u) N Jg(v) =
- uNv , dapres (I3) et (I2) donc: JY As(HNV) =Ny, d'apres (11)

Alors: ©(urv) = V {yAa I w=u, Ja(v)zv} = e

-V {y I w=p) A V{6 /Iv=v} ,cedu fait que J est un treillis de
Heyting complet ; d'od: ©(urv) = (n) A O(v)

(T3): ©(Uw) =V (BEJ I Jg(Uw)= Uy, }
Posons § = \" {yEJ I L(m)=
d'apres (14) .

JAgi(UMi) D .I&(Uui) D J&(ui) =4 ,dapres (12) , (I3) et (I1).

C'est en fait un maximum ,

e
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Donc : JAg(Up,i) DU . Enfait, JAgi(U”i) =Uw; ,dapres (I1).
Don: ©(Upw) 2AE=A0(Ww).

Enfin , soit ( Ty )aEJ l'intérieur de p ausensde ©.

Remarquons d'abord que : J p(wW) =p et y<PB = Jy(w)=u , desorte que :
O(v)za « J ,(v)=v .

Alors: si vCpoetsi ©(v)za: v=J,(v)Cly(p) . Dod:

L= U v Cluw.
vCp
Bv)za
D'autre part, puisque:

Ja(w) C u, dapres (I1) , et que O(Jo(w) = o . d'aprés (117, Jo(w) C I o()

xéquivalence des deux approches précédentes d'une topologie floue:

On a vu qu'a toute famille (J,),ej d'applications de JX dans lui-méme vérifiant
les axiomes d'un intérieur,on pouvait associer une topologie floue sur X ayant
exactement (Ja)O.EJ pour intérieur. Inversement, & toute topologie floue sur X ,
on peut associer un intérieur (Iu)cxe ] qui engendre a son tour la topologie floue
de départ.

2/2 . Point de vue dual:

x Soit € une cotopologie floue sur X. On définit une adhérence par:

Pour chaque a €J, pour chaque p€ X : Fo(w) = () v

vou
Cv)za
* On a les propriétés suivantes:

D Few)Ow; Fow=pn «Cu)za ;F, (F(w))=F,(n); FyB)=5
2) =P = Fy(w) CFg(n)

3) nCv= F (W CF(v); Fy(nUv)=Fyu) UFv)

4) {BEJ ! Fg(w) = u) a un maximum,qui est C(p).

* On voit ,comme précédemment,que se donner une cotopologie floue revient 2 se

donner une famille (Fy),e; d'applications de JX dans lui-méme vérifiant les
axiomes:

(F1) Fy(W)on

(F1) F,(B) =B

(F1%) Fo (Fo(w))=Fo ()
(F2) asP = Fy(u) CFg(n)
(F3)  Fy(nUv)=F,(u) UF,v)
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(F4) {[?)EJ ! Fg(w) = p,} a un maximum,pour tout p e X
2/3 .Cas ol J est muni d'un complément :

Soit J une topologie floue sur X . Il lui correspond la cotopologie floue
J'(w) = F(w) . On adonc a la fois un intérieur (I)oey et une adhérence

(Fa)aer - qui sont liés par les formules : Fq(u) Jlo(n")] et Ia(p) =[Fa(u)]'

3 : En guise de voisinages :

x Préliminaires:
Parmi les diverses définitions données d'un point flou et de son appartenance 2 une
partie floue X, nous adoptons celles-ci :
un point floude X estun (x,A) (xEX, AEJ)
si nelX . xMNEP « ux) = A
Toutes les définitions choisies jusqu'a maintenant présentent des inconvénients . Le

seul défaut de celle retenue est que l'appartenance 2 une réunion n'implique en rien
l'appartenance a l'une des parties .

x Voisinages d'un point flou :
Soit I une topologie floue sur X , d'intérieur (IDaey -

Si (x,A) estunpointfloude X, et p€JX,il y a équivalence entre :
A XA EI )
(i) ilexiste vEX telleque :vCp, T(v)za, (xA)Ev

définition : u estappelée un g-voisinage de (x,A) ssi (xM €1,(w)
Onnote 9,(x,A) l'ensemble des a-voisinages de (x,A) .

Ainsi , 2 toute topologie floue sur X , on associe la famille O)aey dite
"famille des voisinages associéed J " .

+ Propriétés des voisinages :

Proposition : supposons que (Oy)oe soitla famille des voisinages associée 4 la
topologie floue . On a les propriétés suivantes :

) n€T,(xN) ,pDp = pE T (x,\)
2) mvET(LN) = uv €T x,\)
3) p=(xNEn
4) A€ Oy(x,A)
5) Si wE Y (x,\), il existe p € X telle que: P E Ty(x,A), et
/ (y.) Ep = unE (g, k)
6) a<f, neE ﬂB(x,K) = RE T (x,\)
7) Pour toute p € X | A, = {a EJ/I (XM Epn=nE I (x,\) } a un plus
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8) A1 s Ay =>UVa(x,A2) C Talx,M)

9) Si,pourtout i €EI:  p; € Bg(x,\) ,alors Uw e N A oX V A)
€1 iel i€l

preuve :
1) estévident

2) résulte de ce que Io(nMv) =1(w) NI (V)
3) résultedeceque I (W Cp
4) résultedeceque I;(A)=A
5) Si nE€Y(x,\) :il existe vE W telleque vCp, TW)za et (x,A)Ev
alors p=v convient.
6) résultedeceque asf = Ig(w) C Ia(w)
7) Remarquons d'abord que J'(u) € A, ;desorte que € Ty, (x,A) .
D'autre part , soit o € Au . Il est facile de voir que , pour tout x € X, il existe
vx € JX telle que : vx C 1 ,80vx) = o , et (X,1(X)) € vx .
Ona: p= U v, etqgn= A Flvo) 20

xeX xeX
8) estévident.

9) Pour tout i €, soit v; € JX telle que w; D v;,Jv) = a;, (X,\) € v;

Soit v=J v;.
i€l

Alors, U piDv, = A givdz A ai , U vz V A
i€l i€l i€l i€l i€l

% Les axiomes de voisinages :

Proposition :
Soit  (8,),e; une famille donnée , ol - pour chaque o €J - 9, gt une

application de l'ensemble des points flous de X dans P (JX), avec les axiomes:
V1, Vy,, Vg, 00 - pour chaque i€[1,9]- V; s'écrit comme la propriété i) de
la proposition précédente .

Enposant ©(u)=max A, (A,={a €EJ/(XNEp=pnEB(x,\)}) ,on
définit une topologie floue sur X, dont (9,),; est la famille des voisinages .

preuve :
- ©(w) aunsens dapres V,.

- ©[B) =1 ,dufaitque 1€ Ag puisque B € 9;(x,B) dapres V4
D'apreés Vg, (x,A) EB = A s = 01(x,8) CO1(x,A) ,d'od: B E F1(X,N)
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- Posons ap=max A, , fo=max A, .Montronsque apABoEA,n, ,
d'ourésulte que: O (puNv)zap A fo=0() A O(V) .
Si p(x) Av(X)zh, pE Tgy(x,\) et v EJp(x,\) . D'apres V¢, onadonc:
B, VE DgapX,h) ,etdapres V,: uNv € TgapX,A) -

- Posons , pour tout i: aj=max A,.Montronsque: A & €A,

1

Pour tout i, p; € ¥g(X, pi(x) ) .

Dapres V9, U €0, ax, vii(x) ) . Afortiori U w €9, o(x, M) par V8

1 i

si V p(x) = A

1

onadonc montré que A o€ Ay, . Alors: 9( Uu,-) 2Aai= A S(y)

i i i

- Soit (W ),y la famille des voisinages assoiés 4 la topologie floue ©.
On a donc:

vCu x vCu
UEWL(XN) « IEIX B()zal & I¥eT, | oA, (d'apres V6)
v(X)=A ' v(X)=\

En particulier, si pWEW o(x,A), etsi v est la partie floue évoquée plus haut :
vEW(X,A) etdonc pnEWy(x,\) d'apres V1.

Inversement, si pEOq(X,A) : d'aprés V5, il existe pETq(X,A) telle que:

Y, Ep =pnE Vu(y,t) . Alors pCu car p € Fo(x,p(x)) d'apres ce qui
précede , (x,p(x)) €E n d'aprés V3 et p(x) < u(x) .

D'autre part, o € A, par définition méme de p. Enfin , puisque pETq(X,A) ,
ona,daprés V3, (x,\) € p et par conséquent p(x) =A donc pPEW,(X,A).

4 : Lien avec le travail de A.P.SOSTAK :

Dans [4] , A.P.SOSTAK - tout au moins dans le cas o J est le segment réel
[0,1], et en revanche dans le cadre un peu plus général d'une sous-topologie floue
( vérifiant uniquement (T1) et (T2) ) - introduit l'importante application N de
l'ensemble € x X (2R étant I'ensemble des points flous ) dans J, définie

par: N((xMw= V <)

vCpu
xANEV

« On a, avec nos voisinages , le lien que voici :

Théorme: N(xN),p)=V{a€J/ned, x\)
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preuve :
vCu
x SI nE Ty (X,A) : ilexiste v telleque: | v(x)=A .
giv)za
Desorteque: N((x,M).uw)= V Hp) =23v)=za .
pCH
xNEp

N( (x,\),1) est donc un majorantde { a €J/p € Ou(xN) | .

» C'en est le plus petit majorant : en effet, soit y un majorant de cet ensemble .
Si vCp et (X,A) Ev,alors u€E€ Oyv)(x,\) . Desorteque:y = J(v). Ainsi :
yz2 V. TIWM=NxMp).

vCu
xMNEvV

e Soit (Ux)y e lafamille des voisinages ( selon la partie 3.) associée 2 une

topologie floue J . Posons : N((x,M),pw) =V { a€J/ne&E Ta(xX,N } .
Dans [4] , A.P.SOSTAK introduit une sous-topologie floue :gdéfinie par:
5}3&) = A N(EMn)

X,A) €
Ce n'es(t p;s :écessairement la topologie de départ , comme le constate l'auteur sur
un exemple , alors que nous avons montré comment il était possible d'exprimer J
apartirde (U)g e -
T =V{ia€I/GMNEp=pEdx)) ).
Cela estli€ au fait que N( (x,A) ) =z o ne signifie pas nécessairement qu'il existe
v telleque: vCu, (x,\) Ev et J(v) 2 o, mais seulement que :

V TV =za .

vCup -
xMNEvV.
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