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Resumé. Dans cet article nous definissons un ensemble
d'opérations de négations fortes avec seuil Ca' a < (0,1), et de

couples (t-norme, t-conorme) Ca-duales, donnant une extension des

résultats de [5].

1. INTRODUCTION.

Nous présentons tout d'abord 1les définitions et quelques
propriétés de t-normes, de t-conormes et de négations fortes
([2]1,[31), que nous utiliserons par la suite.

Définition 1. L'application T:[0,1]1*[0,1]

> [0,1] est wune

t-norme si V¥ a,b,c € [0,1]

(T1) T(a,b) = T(b,a)
(r2) T(a,b) = T(a,c) si b = ¢
(T3) T(a,T(b,c)) = T(T(a,b),c)
(T4) T(a,1) = a.
Une t-norme T est archimédienne si
(T5) T est continue
(T6) T(a,a) < a, ¥Yae(0,1).

Une t-norme archimédienne est stricte si

(T7) T(a',b') < T(a,b) si a'<a et b'<b ¥ a,a',b,b'e (0,1).

Définition 2. L'application s:[0,11*[0,1] > [0,1] est wune
t-conorme si ¥ a,b,ce[0,1]

(s1) s(a,b) = s(b,a)



(s2) s(a,b) £ s{a,c) si b < ¢
(s3) s(a,s(b,c)) = s(s(a,b),c)
(s4) s(a,0) = a.
Une t-conorme S est archimédienne si
(s5) s est continue
(s6) s{a,a) >a Vv a e« (0,1).
Une t-conorme archimédienne est stricte si
(s7) s(a',b') < s(a,b) si a' < aetb' <b Va,a',b,b'e (0,1).
Pour toute t-norme T et t-conorme S nous avons
T(0,0)=0 T(1,1)=1
5(0,0)=0 s(1,1)=1.
Ling ([4]) a démontré que toute t-norme archimédienne peut
s'écrire
T(a,b) = £ (£(a) + £(b)) (1)
o £:{0,1] —> [0, w) est une fonction continue et strictement

décroissante et f(_l) est la pseudo-inverse de f,

1 si a€{0,£(1)]
f(—l)( - -1
a) = f “(a) si ae[f(1),£(0)] (2)
0 si a[f(0), o ).

Analogue, toute t-conorme archimédienne peut s'écrire
s(a,b) = ¢'"(g(a) + g(b)) (3)

o g:{0,1]

> [0, ) est une fonction continue et strictement
croissante et

0 si a<{0,g(0)]
_1(

(-1)(3) = a) si a€[g(o)lg(1)]

g g
1 si a<[g(1), = ).
on sait ([7]) que pour toute t-norme T on a

Tw(a,b) < T(a,b) ¢ min(a,b), ou



a si b=1
Tw(a,b) = b si a=1
0 si non.

Analogue, toute t-conorme S satisfait

max(a,b) <« S{a,b) < Sw(a,b) ,ou

a si b=20
Sw(a,b) = b si a=20
1 si non.
Définition 3. L'application C:[0,1] —> [0,1] est une négation

forte ([6]) si

(c1) c(o) =1

(Cc2) c(c(a)) = a

(c3) c(a) < ¢C(b) Ya,be[0,1] , a > b

{ca) C est continue.

Trillas ([8]) a montré que toute négation forte peut s'écrire

cla) = t™(t(1) - t(a)) (4)
oua t:{0,1] —> [0, © ) est une fonction continue et strictement
croissante avec t(0) = 0 et t(1) finit. Si T est une t-norme

et C est une négation forte, alors S(a,b) = c(T(c(a), c(b))) est
une t-conorme et réciproquement T(a,b) = c(s(c(a),c(b))),

c'est~-a-dire S et T sont C-duaux l'un de l1l'autre ([1]1).

2. AUTRE DEFINITION DE T-NORMES ET DE NEGATIONS

Nous travaillerons avec des classes de t-normes, t-conormes et
négations fortes plus amples que celles données par (1) - (3).
Proposition 1. Soit I = [0, © )}, £:{0,1] —> I une fonction
strictement décroissante et A:I*I —> I avec les propriétés

(5.1) a(a,b) = A(b,a)



(5.2) ata,a{b,c)) = afafa,b),c)
{5.3) A(a,b) ¢« Ala,c) si b ¢ ¢, avec égalité si et seulement si b
= ¢
(5.4) &4 est continue
(5.5) il existe et il est unique e « I telle que A(a,e) = a
{(5.6) £(1) = e
pour tout a,b,c € I. Alors,
T(a,b) = £ " (a(£(a),£(b)))  a,bel0,1] (6)
g(-1)

est une t-norme stricte, ou est la pseudo-inverse de f.

Démonstration. On vérifie les conditions (T1) -(T7).m

Exemple 1. Pour k €« R, kx> 0, I = [k,» ), A(a,b) = a + b - k nous

avons la t-norme T(a,b) = f(—l)(f(a) + f(b) - k); pour f(x) =

-k*x + 2*k on retrouve la t-norme T(a,b) = max(a + b - 1, 0).

Exemple 2. Pour I = [0, ), A{a,b) = a + b + a*b,f(x) = -x + 1 on

trouve la t-norme T(a,b) = max(2°a + 2°b - ab - 2, 0).

Proposition 2. Soit I € R et 1'application A:I * I —> I qui

satisfait les conditions suivantes pour tout a,b,c = I:

(6.1) - (6.4), identiques avec (5.1) - (5.4)

(6.5) il existe et il est unique e € I , e 2 0 telle que A(a,e) =
a,VvYaetx

(6.6) ¥ a « I il existe et il est unique a' € I telle que 4(a,a')
= e et la fonction ¢ : I —> I , ¢(a) = a' est continue et

strictement décroissante.

{(6.7) soit J = [e, w ) « T et t:[0,1] —> J une fonction
continue,strictement croissante avec t(0) = ¢(e) = e et
t(1) finit

Alors C{a) = t_l(A(t(l),ﬁ(t(a))) est wune négation forte

pour tout a « [0,1].



Démonstratjon. Elle est immédiate tenant compte de régles de
calcul dans un groupe. Par exemple, pour démontrer (C2) nous

utilisons le fait que A(a,¢(A(a,e(b))))=Db, ¥Ya,beInm

Exemple 3. Pour I = R, A(a,b) =a +b -1 ,e=1, J=1[1, ),

e(a) =2 - a , t{a) = (2*a + 1)/ (a + 1) on aurait Cc(a) = (1 - a)
/ (1 + 3-a).
3. T-NORMES AVEC SEUIL.

Nous restons dans les conditions de la proposition 2 et notons

A(a,b) = a @ b. Considérons ®:I * I —> I avec 1les propriétés
suivantes:
i) a®b < a®c si et seulement si b < c Ya,b,c € I et a > e

ii) (1,e,®) est un corps.
Notons par ¢(a) et % 1'élément symétrique de a correspondant
a l'opération @ et respectivement ®. Pour la simplification de

lt'écriture notons a @ % = %.

Proposition 3. soit a € (0,1) et

[ £ lt(1) @ p(-E2)L @ e(t(a)) & ¢ (4))), si x < a
t{a)
Ca(x) = 4
™1 ((t(1) @ p(t(x))) ® t{a) ), six> a.

- t(1) @ ¢(t(a))

Alors Ca est une négation forte telle que Ca(a) = a.
Démonstration. On montre avant tout que

i) x < a si et seulement si Ca(x) 2 a

ii) x » a si et seulement si Ca(x) < a

et puis on utilise les opérations de calcul dans un corps. ®

Observatjon. La relation ii) dit que si x est une mesure de

confiance dans un fait p, a est un seuil commenc¢ant avec dqui 1la



confiance dans non p est plus petite que 1le seuil. Cette
propriété suggére le nom de négation avec seuil.

Proposition 4. Soit (T,8) un couple (t-norme, t-conorme)
c-duaux, ou C(a) = t_l(t(l) @ p(t(a))). Alors,

Ca(S(Ca(X), Ca(Y))) =

=t (Lo tirt e e tix)), t™la ® t(y)))))

(=}

pour x ¢ a, y< a et a = t(1) @ ¢(t(a))
t(a)

Démonstration. Nous avons S(x,y) = C(T(C(x),C(y))) =

= t7h(t(1) @ e(t(T(t™1(t(1) @ o(t(x))), t 1 (t(1) @ e(t(y))))))).

De plus, Ca(x) 2 a, Ca(y) > a et S(ca(x), Ca(Y)) b

max(ca(x),ca(y)) # a.Tenant compte de ces relations et des
régles de calcul dans un corps nous avons

Ca(S(Ca(x), Ca(y))) =

-1

T t(a)

t(1) @ ¢(t(a))

® (t(1) @ p(t(s(c,(x),C (¥))))))

-1

=t t(a)

t(1) @ eo(t(a))

@ t(T(t™H(t(1) @ p(t(c (x)))),

t™Ht(1) e p(t(c (¥))))))). Remplagant C_(x) et c_(y) par
l'expression donnée par la proposition 3 nous obtenons la

relation de 1l'énoncé. =

Proposjition 5. soit a € (0,1) et (T,S8) un couple (t-norme,

t-conorme) C-duaux, ou C(a) = t_l(t(l) @® ¢(t(a))). Alors,

[ - - -
t™hl e tirit™Ha e tix)),t7Hx @ t(y)))))
T,(x,¥) = 1 si x< aet y< a
min(x,y) i X > aouy > a

est une t-norme; « a la méme signification comme dans 1la



proposition antérieure.
Démongtratjon. Soit
S(x,y) si X > aet y > a
Sa(x,y) =

max(x,y) 81 x < aouy=«<a

Tenant compte que Sa est une t-conorme ([6]), que max et min sont

Ca—duaux (il est tres facile de montrer) et utilisant 1la
proposition 4 il résulte que Ta est une t-norme et que Ta et Sa
sont Ca—duaux. L]

Observation 2. Toutes les remarques faites dans [5] sur les

propriétés et 1'utilité de Ca’ Ta et Sa se conservent dans notre

cas.
Exemple 4. Considérons @ = +, @ = +, t(x) = 2°x /(1 + x), T(x,y)

= X'y, 8(x,y) = (x +y + 2'x°y)/ (1 + 3*x'y), C(x) = (1 - x)/ (1

+ 3°x) et obtenons

a*{l-a)x'y / (2'a2 + 3'a2°x + 3'a2'y - a*'x - a'y
Ta(x,y) = + x'y'(s'a2 - 5*a + 1)) si x< aet y< a
min(x,y) si X >aouy > a
(x + vy + 2°xy) / (1 + 3°x°y) si x> aety?> a
S5,(x,y) =
max(x,y) si x <aouy<a
(2*a*x + a - %x) / (a + x) si x < a
Ca(x) =
a*(1 - x) / (1 + x - 2+a) si x 2> a

conclusions. Les propositions 3 - 5 posent a notre disposition un
ensemble de négations fortes et de couples (t-norme, t-conorme)
Ca—duaux rlus large que celui donné dans [5]. Prenant t(x) = x

et remplagant les opérations ® et ® par la somme et la

multiplication de R nous obtenons 1les résultats de [5].



Utilisant les idées de [5], les opérateurs donnés de notre
ensamble peuvent &tre utilisés pour gérer 1l'incertitude dans une

base de connaisances composée par des faits et des régles.
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