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1. Introduction.

Notre propos est d’explorer un certain nombre de méthodes de déduction en
raisonnement incertain et imprécis. Ainsi, & partir de connaissances factuelles
initiales (éventuellement imprécises), nous devons pouvoir déterminer certains
faits nouveaux (éventuellement imprécis aussi) par l'utilisation de méthodes
d’inférences. La premiére partie de cette étude va porter sur une réflexion sur
ces méthodes. Celles-ci seront parametrées et le choix de ces paramétres permettra
de vérifier certaines contraintes. Ce sont ces contraintes qui détermineront
certains résultats vwvoulus pour les régles de déduction. Nous donnerons des
informations générales sur les contraintes et leurs satisfactions dans la deuxieme
partie, alors qu’en troisieéme partie, nous chercherons des satisfactions par-
ticuliéres de contraintes particuliéres. C’est ainsi que l’on pourra construire
des régles du type "si X est A alors Y est B" (modus ponens généralisé), "plus
X est A, plus Y est B" (régles graduelles), "plus X est A, plus g".

2. Méthodes d’inférence.

2.1. Généralités.

Soient deux faits p et g. Notre probléme est de lier 1l’incertitude (ou
1’imprécision) de g & celle de p.

Toutes méthodes pourraient é&tre employées mais certaines conditions de
continuité et de monotonie nous semblent importantes a satisfaire. Ainsi, nous
pourrions imposer que II(pag) soit fonction croissante et continue de II(p).
Pour satisfaire ces hypothéses, nous poserons (analogie avec le calcul des
probabilités)
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I(parg)=T(q|p)®I(p)
® étant un opérateur continu (appelé norme triangulaire) tel que :
Vs, tef{0,1],s®t<min(s,t)
Vs, t,u,ve[0,1], si s<u et t<v alors s®tSudv
Vse[0,1],s®0=0®s=0
Ys€[0,1],s®1=1@®s=s

Cela permettra la détermination de méthodes de déduction purement incertaines
(non imprécises) et de méthodes gérant 1’imprécision (régles floues).

2.2. Régles floues.

Nous appelerons régles floues des régles manipulant (en prémisse ou en
conclusion) des prédicats flous (du type "X est A", X étant une variable

prenant ses valeurs dans un ensemble S et A un sous-ensemble flou de S). Deux
cas pourront se produire :

2.2.1. Lien entre un prédicat flou et une proposition quelconque.
2.2.1.1. Premiére méthode.

A partir de la formule générale présentée en 2.1. et tenant compte que :
N(g)=M0((gAp)v(ga-p))
nous pouvons obtenir :
{H(q) =max(lI(q| p)®M(p).I(q |~ p)®N(- p))
N(q)=min(N(q|p)@N(~ p),N(g |- p)@N(p))

avec
Yu,ve[0,1],u@u=1-(1-u)®(l-v)

Nous appliquerons donc directement ces formules avec p="X est A" ou g="Y
est B". Les nécessité et possibilité de p (s'il est flou) pourront se
calculer & l’aide des formules de filtrage flou (de Zadeh).

2.2.1.2. Deuxiédme méthode.

Elle s’appliquera pour p="X est A". Nous remarquerons que :

(q)- n(x\:s ((X=x)A q))

Méthodes d’'inférence.
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et ainsi :

M(q)= Sxt:sp (Mg x(x)® 1y (x))
N(q)= ngg (Ngix(x)@ (1 -nyu(x)))

2.2.1.3. Troisidme méthode.

Elle s’appliquera pour g="Y est B". On aura :

VyeT,ly(y)=max(Ily ,(y)®N(p). Oy,.,(y)® (-~ p))
2.2.2. Lien entre deux prédicats flous.
2.2.2.1. Premidre méthode.
C’est la premiére méthode précédente avec p="X est A" et g="Y est B".
2.2.2.2. Deuxiéme méthode.
C’est la deuxi®me méthode précédente avec g="Y est B".
2.2.2.3. Troisiéme méthode.

C’est la troisi2me méthode précédente avec p="X est A" (et utilisation du
filtrage flou).

2.2.2.4. Quatridme méthode.

On démontre :

VyeT,ny(y)= leelsp (tyx(y, x)®ny(x))

3. Généralités sur les contraintes.

3.1. Définitions.

Une contrainte est un couple (condition, conclusion).

Une contrainte sera dite satisfaite par une régle ssi celle-ci déduit 1la
conclusion de la contrainte lorsque sa condition est vérifiée.

Généralités sur les contraintes.
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3.2. Satisfaction de contraintes.

3.2.1. Contrainte unique.

Soit une contrainte. Soit un type de rédgles pouvant éventuellement satisfaire
cette contrainte (par exemple, si la contrainte utilise en partie condition
un prédicat flou et une proposition quelconque en partie conclusion, seules
les régles permettant de déduire g & partir de p="X est A" pourront 8tre
utilisées). Nous chercherons des conditions suffisantes (d’od 1’obtention
d’un sous-ensemble de toute les régles du type choisi satisfaisant la
contrainte), nécessaires (ensemble incluant l’ensemble de toute les régles
satisfaisant la contrainte), ou nécessaires et suffisantes sur les paramétres
des regles.

3.2.2. Ensemble de contraintes.
3.2.2.1. Exclusivité des contraintes.

Dans ce cas, chaque contrainte sera traitée indépendamment. Nous obtiendrons
en ensemble de conditions (suffisantes, nécessaires ou nécessaires et
suffisantes) sur les param2tres des régles devant satisfaire cet ensemble
de contraintes (indépendamment).

3.2.2.2. Non-exclusivité des contraintes.
Nous devrons d’abord définir une méthode de combinaison des conclusions.
3.2.2.2.1. Test de toutes combinaisons de contraintes.

Nous chercherons pour chaque combinaison de contraintes non exclusives,
les conditions sur les parametres des régles devant satisfaire (si-
multanément) ce sous-ensemble de contraintes (obtention de la combinaison
des conclusions de ces contraintes lorsque leurs conditions sont
vérifiées). On obtiendra un ensemble de conditionms.

3.2.2.2.2. Méthode de remplacement.

On remplacera chaque contrainte par un sous-ensemble de régles la
satisfaisant. On obtient un ensemble d’ensembles de r2gles. On cherchera
ensuite les conditions sur les parametres des régles donnant dans tous
les cas de configuration les mémes résultats que l’ensemble d’ensembles
de régles initial. Des conditions nécessaires seront faciles & trouver
alors que des conditions suffisantes risquent de poser des problemes

Généralités sur les contraintes.
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(il faudra pour cela vérifier que pour toutes les rédgles les satisfaisant,
des résultats identiques pourront &tre obtenus par n’importe quel ensemble
de régles satisfaisant les contraintes).

3.2.2.2.3. Remarque.

La seconde méthode ne donnera pas en général les mémes résultats que la
premiére. En effet, dans le cas ol certaines conditions de contraintes
sont vérifiées, la conclusion qu’elle permettra d’obtenir ne sera pas
forcément la combinaison des conclusions de ces contraintes. La raison
en est que, méme si l’on a vérifié que les régles correspondant aux
conditions (des contraintes) satisfaites donneront les conclusions de
ces contraintes, les autres régles donneront éventuellement des
conclusions venant se combiner et modifier ainsi la conclusion générale.
Si 1’on veut que les résultats de la premidre méthode soient obtenus
par la seconde, il faut rajouter l’ensemble des contraintes suivantes
liées & chaque contrainte initiale (condition,conclusion) : (condition
non totalement vérifiée, aucune conclusion).

3.2.2.3. Equivalence entre une contrainte C et un ensemble de contraintes
E.

3.2.2.3.1. Identité des ensembles de ragles.

Identité entre l’ensemble des r2gles satisfaisant C et l’ensemble des
régles satisfaisant E (avec premiere ou deuxiéme méthode).

3.2.2.3.2. Vérification des contraintes.

On vérifie que les régles satisfaisant C satisfont E (premidre ou deuxidme
méthode) et inversement, que les rdgles satisfaisant E (premidre ou
deuxieéme méthode) satisfont C.

4. Détermination de régles satisfaisant certaines contraintes.

On prendra comme opérateur de combinaison des conclusions 1’intersection-minimum.

4.1. Un mot sur le modus ponens généralisé.
Il correspond & la contrainte (X est A, Y est B). Toutes les méthodes pourront

étre employées et donneront des résultats différents dans les cas ou la
condition de le contrainte n’est pas vérifiée.

Détermination de reégles satisfaisant certaines contraintes.
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4.2. Régles graduelles.

En reprenant la terminologie de Dubois et Prade, nous appellerons ainsi les
régles du genre "plus X est A, plus Y est B". Deux ensembles de contraintes
semblent tout & fait correspondre & ce genre de régles. Nous allons les étudier

pour des régles du quatridme type (en 2.2.2.4.) et vérifierons qu’elles sont
équivalentes (dans ce cas).

4.2.1. Contrainte (XeA,, YeB,) pour ac]O,1].

4.2.1.1. Ensemble des r2gles satisfaisant la contrainte.

Les parametres (des regles de type 4) doivent satisfaire aux conditions
nécessaires et suffisantes suivantes :

P-B(ZV)<‘1=)H$|X(}"x)'O

Y(x, €eSXT/ 2a,
(x,¥) Ha(x)2a {UB(Y)Z‘!#H%X(Y"C)’I

Remarquons que ces régles ne donneront pas, lorsque la condition de 1la
contrainte sera vérifiée, de conclusion plus restrictive (mais l’incluant
néanmoins) que celle de la contrainte (c’est le résultat de la seconde
condition sur les régles).

4.2.1.2. Ensemble des régles satisfaisant les contraintes pour tous a.

Aprés avoir remarqué que les contraintes n’étaient pas exclusives, nous
décidons d’'appliquer la méthode de remplacement. Nous trouvons les
conditions nécessaires et suffisantes suivantes (toujours pour des régles
de type 4) :

Halx)>pp(y) =@y x(y,x)=0

Y{x, SxT,
(x.y)esSx <uA(x)-uB<y>-1%nmw.x)ﬂ

4.2.1.3. Contraintes supplémentaires.

De fagon & obtenir les résultats de la méthode test de toutes combinaisons
de contraintes, nous rajouterons les contraintes suivantes :

Vae]0,1],(Xg A, YET)

Les conditions pour a€]0,1] s’écrivent de la fagon suivante

Détermination de reégles satisfaisant certaines contraintes.
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Ha(x)<a

Ix € S/{nx(x) 40

Cela ne permettant pas de conclure, nous prendrons des contraintes avec
les conditions plus restrictives

Ha(x)<a

dx € S/{nx(x)= 1

ce qui nous permettra d’obtenir les conditions nécessaires et suffisantes

V(x,y)eSXT,pa(x)<a=nj (y.x)=1

Ainsi les conditions nécessaires et suffisantes sur les reégles satisfaisant
1’ensemble des contraintes deviennent :

Ba(x)>pp(y) 3o ay y(y,x)=0

V{(x, SXT,
(x,y)eSX {uA(X)SP'B(Y)énY”‘(y’x)sl

4.2.2. Contrainte (X=x,YeB, (,)) pour xeS.

Nous chercherons 1'ensemble des régles satisfaisant les contraintes pour
tous x. Les contraintes étant exclusives, nous les traiterons indépendemment.
Cela nous permettra de déduire que les rd2gles (de type 4) les satisfaisant
doivent satisfaire aux conditions nécessaires et suffisantes suivantes :

Ra(X)>pp(¥) 3 1y x (¥, x)=0

, SxT,
V(x.y)esx {u,\(x>5ua(y)=>nv.x(y.x)=1

Ces contraintes sont donc équivalentes & 1’ensemble des contraintes du 4.2.1.

4.3. Régles semi-graduelles.

C’est ainsi que nous appellerons des régles du genre "plus X est A, plus g"
("..., plus g est certain"). Un certain nombre de contraintes seront alors
testées pour un certain nombre de types de régles.

4.3.1. Contrainte (Xe A,,N(g)=a) pour ac]0,1].
4.3.1.1. Ensemble des régles satisfaisant la contrainte.

Nous chercherons des régles de type 1 avec N°(q|-p)=0 (cas particulier

pour simplifier la démonstration).

Détermination de ragles satisfaisant certaines contraintes.
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Ces reégles satisferont la contrainte si on pose que N°(p)2a lorsque la

condition de la contrainte est vérifiée, N°(q|p)=a et N°(g|p)=1. Ces
conditions sur les paramétres ne sont nécessaires que si nous ajoutons
une contrainte supplémentaire sur le sens de variation (nécessité sur g

inférieure ou égale & a lorsque la condition de la contrainte n’est pas
vérifiée).

Une de ces régles sera celle pour laquelle N%(p)=1- %uP (ny(x)) ce qui
Bu(x)<a

est obtenu si p est égal & XeA, et si 1l’on calcule sa nécessité par la

formule de filtrage flou. Dans ce cas, si la condition de la contrainte

est vérifiée, la nécessité de la prémisse de la régle est égale 2 1 (donc
est bien supérieure ou égale 2 a).

Dans ce cas, on aura :
N*(g)= min(‘w(1 "L SUR, () - Sup (nx(x)))
A a
CCrY = Sup (5,(x)),1°(qg |- p)® Sup (n,(x
ne(q) max(wga( x(x)).1%(q |~ p)® Sup (nx( )))
suivi d’une renormalisation éventuelle.
4.3.1.2. Ensemble des régles satisfaisant les contraintes pour tous a.

Nous appliquerons la méthode de remplacement ce qui donnera :
l(g)= Inf (MI°(q))
ael)0, 1]
N(Q)=u§]lgq](N°(Q))

suivi d’une renormalisation éventuelle.

4.3.2. Contrainte (Xe A,,B est a—certain pour Y) pour ac]O,1].

Ceci est (& une inégalité prés) une formulation différente des contraintes

précédentes pour lesquelles g="Y est B". B est a-certain pour Y signifie en
effet

VyeT,nty(y)Smax(pp(y). 1l -a)

Détermination de régles satisfaisant certaines contraintes.



Etude de régles incertaines et imprécises satisfaisant certaines contraintes.

4.3.2.1. Ensemble des régles satisfaisant la contrainte.

Cherchons les régles de type 4 satisfaisantes. Elles seront telles que :
V(x,¥)eSXT/pa(x)2 a,nyx(y, x) Smax(ua(y), 1 -a)
Rajoutons maintenant les contraintes :

Yael]0,1},(XeA.,, YeT)

ce qui donne :

V(x,y)ESXT,pp(x)<a=ny(y.x)=1

4.3.2.2. Ensemble des régles satisfaisant les contraintes pour tous a.

Elles vérifieront (type 4)
Y(x,y)eSXT,myx(y,x)Smax(pa(y), 1 -pa(x))

ce qui est différent des résultats obtenus en 4.3.1.

4.3.3. Contrainte (X=x,N(g)=ua(x)) pour xeS.

Nous rappellerons que les contraintes du 4.3.1. ont pu &tre vérifiées par
des régles de type 1 pour lesquelles on pris p="XeA,”. Dans ce nouveau
cas, des reégles de type 1 avec p="X=x" ne fonctionneraient pas car la
nécessité de p serait dans la plupart des cas nulle. Par contre, nous

remarquerons que les régles obtenues en 4.3.1. satisfont ces nouvelles
contraintes.

4.3.4. Contrainte (X=x,B est pa(x)-certain pour Y) pour xe€S.

L'ensemble des régles de type 4 satisfaisant les contraintes pour tous x
(indépendamment) est tel que

V{x,y)eSXT, ny(y,x)Smax(pg(y), 1 ~pa(x))

ce qui est identique aux régles correspondant aux contraintes du 4.3.2.

5. Conclusion.

Nous n’avons étudié dans ce papier que certaines contraintes et ne les avons
appliquées que pour certaines formulations de régles. Remarquons que 1’on pourrait
faire une exploration la plus exhaustive possible (en utilisant toutes les
formulations de régles "connues" et tous les types de contraintes "intéressants").

Conclusion.
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En particulier, nous pensons & des contraintes du type "plus p, plus Y est B".
Nous pourrions ainsi recenser les "avantages" et "inconvénients" (qui dépendent
de l'utilisation qu’'on va en faire) de chaque type de régle pour chaque contrainte
gqu’on veut respecter et fournir ainsi un guide de choix.
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