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1. Introduction.

Soit X = {x1, X2,..., xn} et Y = {y1, y2, ..., yp} deux ensembles finis, I le
segment [0, 1], FX) = {B: X > I} et F(Y)={A:Y — I} les familles d'ensembles
flous sur X et Y, F(XxY) I'ensemble des relations floues sur XxY.

De nombreux articles ont déja été consacrés a 1'étude d'équations de relations floues
de la forme

R*A=B 1)
ou "x" désigne une composition de deux opérateurs G et v, applications de 12 dans 1,
G étant un opérateur associatif, et ol I'inconnue est soit R, soit A.

Dans un souci de simplification d'écriture R(xi, ¥j)» A(yj) et B(xj) seront
respectivement notés rij, aj et by ; tR désignera la transposée de Ret L = {1, 2, ...,n},
J=1{1,2,..,p}l

Si on convient de noter, pour la loi associative G,

G(ay) = a1 cge(} (aj)=G (jg[l;p-lgaj ) ap)
alors I'équation (1) s'écrit

Vie L, G (Y(rij,aj)) = b ()

jel

L'équation (1) a notamment été étudiée
- dans [5, 6, 12, 14, 15] lorsque G(a, b) = max(a, b) et y(a, b) = min(a, b),
- dans [2, 10, 13] lorsque G(a, b) = max(a, b) et y(a, b) = T(a, b), T désignant une norme
triangulaire,
- dans [3] lorsque G(a, b) = S(a, b) et y(a, b) = T(a, b), S désignant une conorme
triangulaire,
- dans [7] ot G(a, b) = min(a, b) et ol1 Y est un opérateur monotone,
- dans [10] ot G(a, b)=min(a, b) et ol ¥ est un opérateur noté o associé & une norme
triangulaire T.



Dans cet article nous voulons revenir sur ce dernier cas, oit G(a, b) = min(a, b) et
ol (a, b) = a T b, T étant un opérateur de maximalisation [1, 4] ou opérateur de Pedrycz
[13] qui coincide avec T, en rappelant certains résultats existants et en donnant des
conditions d'existence de solutions pour 1'équation (1).

2. Propriétés de I'opérateur de maximalisation <.

Rappelons la déﬁnﬁon et quelques propriétés de 1'opérateur de maximalisation T, ou
opérateur de Pedrycz, associ€ a une norme triangulaire T.

Définiti
On appelle opérateur de maximalisation associé & une norme triangulaire T
I'application T: 12 > I vérifiant, pour tout (a, b,c) € 13,

@) atb<ctbsiasc 3)

(ii) T(a,b)tb=2a 4)

(iid) T(atb,b)<a (&)}
Remarques

1 - Si I'application x — T(x, b) est continue sur I alors T existe et est unique.
2 - En permutant les rfles de a et b on retrouve la définition de l'opérateur © donnée par
Pedrycz dans [13] ou l'opérateur aT de Miyakoshi dans [11].

Cet opérateur T vérifie notamment les propriétés suivantes :
(P1) a2b & atb=1
(P2) x<atb &T(x,b)<a
(P3) Si la norme triangulaire T admet un générateur additif f alors

atb=f1(f(a)-f(b)) sia<h.

Pour les conditions d'existence de cet opérateur T et pour d'autres propriétés voir
[14], pour une liste des opérateurs T associés aux normes triangulaires les plus usuelles
voir [1].

3. Existence des solutions.

Soit T une norme triangulaire admettant un opérateur de maximalisation T ; on
considére 1'équation (1) avec G(a, b) = min(a, b) et ¥(a, b) = a T b, équation qui sera
notée '

R®A=B (6)
et qui est équivalente au systéme
{;:teli}l(rij T aj) = bj
1€l



On note E I'ensemble des solutions de 1'équation (6) ot R est I'inconnue.

p ition 1
Pour que l'ensemble E soit non vide il faut que

min bj 2 mm(O‘caJ) @)
ieL je

La condition (7) est suffisante si, pour tout bel, l'application x— x T b est

continue sur L.
SiE# @, il existe R = (rjj) €E tel que Vie L, bj ='miJn(rij T aj) et, d'apres (3),
j€

1ij T aj 2 0 T aj pour tout j € J, d'od le résultat.

Réciproquement, si I'application x— x T aj est une application continue de I'sur [0 T aj, 1]
et si, pour tout i€ L, il existe ke J tel que bj 2 0 T ak alors il existe ue 1 tel que u T ak = b;.
La relation R = (jj) définie parrjj =1sij# ket rik =u est solution de (6).

Remarque : si A=0, 'm}n(O 1 aj) = 1 et I'équation (6) n'a de solution que si B=1 et, dans
j€

ce cas, toute relation R € F(XxY) est solution de (6). Dans la suite on supposera A # 0.
On note I* l'intervalle 10,1].

p ition 2
Si, pour tout b € I, 'application x — x T b est continue
et si, pour tout (x,y) € IxI*, T(x, y) T y = x alors E n'est pas vide.

On suppose A # 0.

Si pour tout (x,y) € IxI*, T(x,y) Ty =x alorsjren}n(ﬂ Taj)=0etla condition (7)

est vérifiée. D'oll le résultat par application de la proposition 1.

Si la norme triangulaire T associée a 'opérateur 1 est stricte alors E n'est pas vide
(en supposant A # 0).
Rappelons qu'une norme triangulaire T est stricte si et seulement si elle admet un
générateur additif f tel que £(0) = +e-. Dans ce cas
T(x, y) = £-1(fx) + £y)
Tx,y)<ypourx=lety=0,
l'application x — x T b est continue sur I et,
pourx#1,y#0 T(x y) vy={1ETx y) - () =x
pourx=1,y#0 Tx,y)ty=1=x
donc d'aprés la proposition 2, E # &.



4 . Résolution de I'équation (6)

) Elé inimal de E
Posons (B ot A)(xj, yj) = T(B(xi), A(yp) = T(bi, aj) et rappelons le résultat
suivant, que l'on trouve par exemple dans [10], sous une forme différente.

ISiEatQ alorsBotAeE et BolA estle plus petit élément de E.
Posons (B o t A)(xi, yj) = mjj
SiE # il existe R = (rjj) € E tel que
Vie L, bi= min(rij T aj
bi jEJ(lj )

et mjj = T(bj, aj) = T( ?:Eit}(rij T aj), aj) < T(ij © aj, 8j) STjj

(d'apres la propriété de croissance d'une norme triangulaire, et d'apres (5)).
Donc VR e E, Bo!A<R etaussi,dapres (3), (Bo'A)®A<ROA
D'autre part,

V(@,j) € LxJ, mijjtaj=T(bi,aj)Taj2 bi
implique

Vie L, min(mjj T aj) 2bj

jel

doncB<(BotA)® A<RO®A=B
B ot A est bien solution de (6), et c'est la plus petite : on noteraBo t A =R

Soit E # @ et R = (rjj) € E. L'élément rjj de R est dit actif si rjj T aj = bi.
Sinon rjj est dit passif.
sif = (r’i\j) est 1'élément minimal de E, nécessairement chaque ligne i de R contient au
moins un élément actif. Et il est immédiat de vérifier que la relation R* = (r*j;) ou
r*jj = r'i\j si r’i\' est actif
rjj=1 si rjj est passif
est aussi élément de E.
Cet élément R*, qui permet de construire les éléments maximaux de E, sera appelé
élément caractéristique (ou remarquable) de E.



Dans le cas ot la norme triangulaire T associée a 1'opérateur T admet un générateur
additif f on vérifie, en utilisant la propriété (P3) et la définition de T a l'aide de f, le
résultat suivant :

Lemme
Si T est une norme triangulaire archimédienne et t© son opérateur de
maximalisation alors
T, y)Ty=x ¢ x20ty

Définissons maintenant, pour une norme triangulaire T et son opérateur T associé,
I'application 1 de 12 dans I par
x.Ly:{T(x’ y) S.l x20Tty
1 six<O0Ty
En définissant B @t A par (B @ t A)(xj, yj) = B(xj) L A(yj),ona:

4
Si E # @ et si la norme triangulaire T associée a l'opérateur 1 est archimédienne,
alors R* =B ®t A est élément de E.
Sionpose B @t A = (r*;) alors, d'aprés le lemme et ce qui précede,
i = T(bj, 8j) = r’i\J sibj20~7 aj c'est-a-dire si r'i\' est actif
r¥i=1 sibj <07taj cClest-a-dire sirjj est passif
donc B @ tA définit I'élément caractéristique R* de E dans le cas oui T est archimédienne.
Remargue Si T est archimédienne stricte et si aj # O pour tout j € J alors R* =R car, dans
ce cas, bj 20 taj=0 pourtoutiet].

Exemple 1. SoittB=(0.5 0.7 0.2), tA=(04 0.5 0.8), T(x, y) = max(0, x+y-1)
1 six 2y

Alorsxty= { et,
l1+x-y six<y

puisque min(0 Taj) =02 < minbj=02,E+ Q.
jel ieL

0 0.3
On trouve ﬁ=BotA= 8.1 0.2 0.5)

0O O
1 0 0.3
R*=B¢tA=(O.1 0.2 0.5)
1 1 0

Exemple 2. SoittB=(0.4 08 1),'A=(02 0 0.5), T(x,y)=xy
1 six=2y

Alorsxty={)_(_ .miJn(O'taj)=0doncE¢®et
y €

six<y’J

.08 0 0.2 .08 1 0.2
f=1[0.16 0 0.4|, R*=[0.16 1 0.4)
0 0.5 02 0 0.5



) Solui imal
Chaque ligne de R* contient au moins un élément actif. En ne conservant, dans
chaque ligne de R* qu'un seul élément actif, et en remplagant les autres par 1, on obtient
des éléments Rm de E qui sont maximaux.
Pour les démonstrations voir par exemple [2], od un procédé analogue est exposé
concernant la construction de solutions minimales d'une équation de relation floue.
Dans le cas ol 1a norme triangulaire T est archimédienne, si on pose
Ji)={je JIbj201aj}
alors card J(1) est le nombre d'éléments actifs de la i-¢me ligne de R*, donc E contient M
éléments maximaux, ol
M= Hcard J(1)
ieL
Ainsi, dans l'exemple 1 précédent, E contient les six €léments maximaux

1 01 10 1 1 01
0.1 1 1 1 0.2 1 1 1 0.5
1 1 0 11 0 110

1 103 4 1 03,1 10.3
0.1 11 1 0.2 1 11 0.5
1 10 11 O 1 10

5. Cas particulier de I'opérateur de Sanchez

L'opérateur T associé 2 la norme triangulaire T(x, y) = min(x, y) est défini par
1 sixz2y
ey
X six<y
(on retrouve l'opérateur de Sanchez en permutant les réles de x et y)
mais l'application x — x T b n'est pas continue sur I et donc certains résultats précédents
ne sont pas utilisables dans ce cas particulier important.
On introduit les notations suivantes :
Li={ieLIbj=1} La={ieLIbj»1}
Il est immédiat de constater que si I'ensemble L7 est vide alors E n'est pas vide car,
par exemple, R = (rjj) ol rjj = 1 pour tout (i, j) € LxJ est solution de (6).
Dans 1a suite du paragraphe on supposera L # @.

Silpg#DalorsE#J < max bj < max aj
ieL) jel



SiE# @ il existe R = (rjij) € E tel que Vie L, bj =.m.iIn(rij T aj)
j€

donc, puisque rjj Taj < ajsirjtaj<1,
Vie L2 min(rjj T aj) < max aj
Réciproguement, si max bj < max aj alors, pour tout i € Lp il existe jo(i) € J tel que
iel) jel

bj < ajo(j) et la relation R = (rij) définie par

.._Jbj siie Lpetsij=jo@i)

1‘1] = R
1 sinon

appartient a E.

Exemple 3, Soit tB=(0.5 1 02 08 1), tA=(0.6 0.2 09 0.5)
max bj = 0.8 < max ajeton vérifie que
ieln jed

S5 1 0.5
1 1 1

BotA=|0.2 1 0.2 .2 | estun élément de E.
1 1 0.8

1 1 1

Par contre pour B inchangé et pour tA=(0.6 0.2 08 0.5)

on a max bj = max aj et on vérifie que B o t A n'appartient pas A E.
iel2 jel

.—A;_LO;...A,_L

Elément caractéristique (ou remarquable)
min(a, b) sia<bousia=1
Onposea.Lb={
1 sinon

et on vérifie que 1'élément R¥*, si E n'est pas vide, défini par R* = Bdt A, est un élément
de E.
A l'aide de R*, comme précédemment, on construit les éléments maximaux de E.

Exemple 4.
5 5 0 0.5 0.5
1 07 0 0.9 0.5
R=BotA=|{0 |o©7 009 05=/0 0 0 O
0.8 07 0 0.8 0.5
0.2 0.2 0 0.2 0.2
5 1 05 1
0.7 0 0.9 0.5
R*=BbOtA=|0 1 0 0
1 1 0.8 1
0.2 1 0.2 0.2

-

On vérifie qu'avec l'opérateur L ainsi défini les éléments passifs de R ont éé

remplacés par des "1".



6 . Conclusion

Les résultats précédents peuvent étre utilisés, en les adaptant, 2 la résolution de
I'équation (6) dans les cas ol A et B sont multi-colonnes et dans le cas ou A est
I'inconnue.
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