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Le but de cet article est de donner une représentation des
algeébres de Lukasiewicz 8-valentes involutives par des algébres

de structures floues involutives .

ALGEBRES DE LUKASIEWICZ B-VALENTES.

Dans tout ce qui suit , on note : J* = J-{1}, J* = J-{0} .
* Une algébre de Lukasiewicz O-valente est définie par

(L’J’(Lpa)ue;r*) avec les axiomes:

-L est un treillis distributif fermé (avec 0 et 1).
-J est une chaine fermée de type d ordre 8 .

-(p a) oteJ* est une famille d endomorphismes de L conse;'vant Oet 1.

-pour tout «,f dans J, : P Px = P
=51 p_(x) = Pp_(y) pour tout « dans J, alors x = y.
-Pour tout x€L , p_(x) appartient & 1’annean boolléien C(L) des
éléments complémentés de L.

Pour deux algébres de Lukasiewicz 8-valentes (L,J,(p_))
(L7,J,(p_)) ; on définit un morphisme de L dans L” par : f est un

morphisme de treillis conservant 0 et 1 et pour tout uteJ*

pruztpc;f.

ALGEBRES DE LUKASIEWICZ 8-VALENTES INVOLUTIVES.

Une algébre de Lukasiewicz 8&-valente involutive est définie



par : (L,J,n,(yp ), (Y ),N) avec les axiomes.
~(L,J, (P ) yeg ) ¢ est une algébre de Lukasiewicz §-valente .
x

-n est une involution décroissante sur J .

-N est une involution décroissante sur L telle que si xeC(L)
N(x) est le complément de x .

=( I‘Pa)aeJ* est une famille d° spplications de L dans L vérifiant

PourtoutatEJ*;LpuN= NLPna'

x
Pour tout o € J* : Lpa =< P

( On montre alors que chaque Y est un endomorphisme de L &
valeurs dans C(L) , que ¢ £ B = LPB < Y, » que LPaLP;a = q.nﬁ ).
Pour deux algébres de Lukasizwicz 8-valentes involutives
(L,dyn, P, N, (L,J,n,p 4. N") un endomorphisme f est celui
d'une algébre de Lukasiewicz qui vérifie la condition

supplémentaire : f.N=N".f
Remarque [1]:- Une algébre de Lukasiewicz 8-valente involutive
réguliére est une algébre de Lukasiewicz 8&-valente involutive
telle que J soit une chaine réguliére fermée .

Dans ce cas , on pose pour tout ael” : P, = Pyt ol o’ est le

ol

successeur de o .

THEOREME DE REPRESENTATION .

Soit (L,d,n,(p_),(Y_),N) une algébre de Lukasiewicz 8-valente
involutive , et soient : J : la chaine des idéaux de J*

C(L) l'ensemble des éléments complementés de L .

X : l'ensemble des ultrafiltres de C(L) sur J ; on définit 7’

par : pour tout I€J) , 1’1:{ o€ /naa & I }

MI€) car : si « € 7l : f=ax == nPzZnwme I (I idéal) nPe I donc



Ben’I , M est également décroissante car : Soit I et J dans J

tels que IcJ , si ®€M’J == naeJ donc nael c-ad el ,
donc N"JeI.
T est une involution car : o€l ¢== nael &= nnoel .

—p €],

On considére la famille d applications Ix , X€L : Ix X— J
définit par : Ix(‘u) = { aeJ* / Lpa(x)e‘d } .

Ix est bien définit car aeIx(‘Lt) B2 LpB (x) 2 Lpd(x) donc LpB (x)eU

soit B eIx(?.t) .

On pose J1={ Ix(‘ll) / x€L. , ueX } .

J 1CJ’ donc J , est une chaine ; de plus on remarque :

1

I (W) { x€&J, / P (0)eU } = { *€J, / oY } =¢ .

I(U) { xel, / p_(1)el } = { el / 1eU } = Jy.

Donc J, est une chaine fermée de plus petit élément ¢ et de plus
grand élément J, .

Sur J_, on définit 1'application 1, -

L Y,/ J, ;LW = { xeJ, / p N(x)eu } = I, (Wel .

7|, est une involution car :q NI (U) = I (W) = I (U) = I (W).

On considére I'(U) = { xel” /P (x)eU } et J, = { I (%) / xeL,

UeX } .J, est une chaine fermée de plus petit Aélément ¢ et de
plus grand 6lément J" de méme , : NI () = I (WeJ, est une
involution sur J, -
Lemme :- 31 I (U ) < I;(‘uz) alors I (U ) <€ Iy(‘uz) .
Preuve :-

51 I;(ui) = I)’l<‘u2) = I);Nx(ui) = I!;Ny(uz)

3



)

- '1zIr;x(u1) = 'lzlr;y(uz

= [ (Y) = Il;y(‘uz) (car M, est une involution donc

injective ).Soit { xel / g Nx € ¥, } = { wel* / g Ny e %, }

X
—»{aeJ /NLpndxeui}z{aeJ*/thndyeuz}

X *
ﬂ-){dEJ /Lpnaxc! ‘Lﬁ}:{aeJ /P Y E uz}
—p'l’{oteJ*/Lpdxe‘ui}:'l'{aeJ*/tpdye‘uz}.
(M~ est une involution donc en particulier injective) d’ob
{%erc/ px ey, = { et s wey e, faron e = 1)

==p Ix(‘ui) = Iy(‘uz) .

IL suffit donc de démontrer que ,
I;(‘U‘) G I;(‘Uz)—’ Ix(u1) .= Iy(‘uz) .
. . S
I(U) s Iy(‘uz) =3 ax€J tel que "Pa‘(w €Y et ani(x) U .

Supposons que Ix(ui) ¢ Iy(‘uz) ,11 exite done o € J* tels que

o € I (U) et o & I (U). Soit encore “o(X) € U et Lpdo(y) € U.
Oryp, (MU =~y (y)& U ,comey (V)€U ,onaura:
o o 1

LPmi(Y) 3 LPdo(Y) = o >a_donc [3] ani(x) z Lpao(x) or "Pao(x) € U

soit "Pa (x) € ui .
1

Contradiction ; d o I;(‘ui) < I;(‘uz) o—p Ix(‘ui) c Iy(‘uz) .

Conclusion :- L involution '1‘ est décroissante .

Preuve :-

Soient Ix(‘ui) , Iy(‘uz) dans J1 tels que Ix(%tt) c Iy(‘uz) .

L(YU) € I (W)= { ael, / P (x) € ‘“1} c { ael, / P (V) € uz}



=) { xed, / NqJnaNx € ‘u‘} =3 { xeJ, / NqJnaNy € ‘uz}

- { x€Jy / X = u:} € { €y / Yl = uz}

(M est décroissante)
— r{ ety /e )2 v e, /w0 e )
X X
—o{ueJ /quNxe‘ui}a {cteJ /LleNye‘Uz}.

Soit Ir;x(‘u‘) > I’;y(‘uz)uab I,(Y¥) 2 INy(‘uz) .

Diod I (U) < I (U = N 1(¥%) 27,18 .
THEOREME - Toute algébre de Lukasiewicz 8-valente involutive est

isomorphe a4 une algébre de parties floues .

Preuve :-

Soit (L,Jd,n,p_, ¥ ,N) une algdbre de Lukasiewicz O-valente

involutive . Considérons la structure floue involutive (X,J N PR

Soit £:L—s P (X) : x —> £(x) définit par

FOO(U) = { dEJ* / LPd(X) € U } = Ix(‘u) ;
f est morphisme de treillis fermé

= flxvy)(U) = { xel, / P (xvy) € U }
. { xe&, / PP () € U } (puisque U € X)

:{dEJ*/ Lpa(x)e‘u}U{uteJ*/l-Pu(Y)eu}
=£(x)(U) U £(y)(W) .

D'od f(xvy) = £(x) U f(y) .
-Méme chose : f(x~y) = £(x) n £(y) .
= fOXU) =TI (U) = ¢ = f(0) = ¢ .

- PQAXY) = (W) =J, = £(1) =X .

Donc f est un morphisme de treillis fermé.



Montrons que f(Nx) = 1,500 .
N EC(U) = { xed, / p Nx e U } = f(Nx)(U)

d’ou M f(x) = f(Nx) .

-f est injective : Si x € ker f &= F(x)(U) = ¢ YUeX
= N F&xX(U) = J,
= FNU) = T,
%Lpd(Nx)e‘u V YeX,Va

e p_(Nx) € Qex‘u: {13

= p (Nx) =1 = P (D

&> Nx =1le&e=2x=0
d'ou f est injective .

- f(lPB (x)(U) = { x&J, / "Pa(LPB (x)) e U }

{ cer* / Lpﬂ(x) € ‘u}

¢ si Pplx) & U

= U‘('—PE(X))
Jy si tpp(x) € U

Od o est le monomorphisme de STONE relatif a X .

Ng (£(x)) = {‘U € X/ f(x)(u) =2 P }
= {‘u € X/ £fOx)(U) 2 Jo,B] }

= {u €eX/ B e fO)W } = {u € X/ LpB(x) € ‘u} = cr(tpﬁ(x))
done Nﬁ(f(x)) =f (LPB (x)) .

Ainsi fesWnwenemorphisme d'algébre de Lukasiewicz 8-valente
involutive . '
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