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Résumé: Dans cet article nous nous intéressons plus particulitrement aux
aspects théoriques  d'interprétation et de complétude du modéle de gestion de
l'incertitude présenté dans [1] & [5]. Les résultats ont été généralisés a une

famille trés large d'implications. La nouvelle définition de conséquence Ta-validc

d'une formule a permis d'établir la complétude de la théorie proposée.
I. INTRODUCTION.

Dans ([1] & [5]) nous avons présenté un modeéle de gestion linguistique

de l'incertitude utilisant l'implication de Lukasiewicz. M. De Glas, dans [7], a
proposé une axiomatisation conduisant 3 la complétude de la théorie pour
une famille d'implications(les FS-implications au § II.2.4). En modifiant la
définition de conséquence T_-valide(§ II1.4), on peut généraliser les résultats

a une famille plus large d'implications(les F-implications au § I1.2.3). La
complétude de la théorie(§ IV) est obtenue en utilisant l'axiomatisation
proposée par Rosser et Turquette dans [9].

Les démonstrations des résultats présentés ici se trouvent dans [8].

II. LES STRUCTURES ALGEBRIQUES.

A partir d'un treillis fini de Morgan de degrés de vérité(linguistiques),
nous avons cette fois défini deux structures algébriques trés générales, a
savoir, une algebre de Lukasiewicz  M-valente involutive(au sens proposé

dans [6] ) et une algebre dite implicative(au sens précisé au § I1.2).
I1.1. Algébre multivalente des degrés de vérité [8].

On se donne, pour M fixé 2 2, un ensemble fini totalement ordonné de
M degrés de vérité ayant un plus petit élément (pas du tout vrai) et un
plus grand élément (tout a fait vrai) noté : £y ={7T,. a=1,M }. Ona:

On introduit des opérateurs de négation (involutions décroissantes) :
- n dans la chaine 9={1,...,M Jtelque :n(@) =M - + 1.
- ~ dans le treillis { £y, v, A, S ) telque: ~ T = ’cn(a).

I en résulte que { £y, v, A, <,~ ] est un treillis de Morgan.
- Les opérateurs Vget wg : On peut définir des applications (VB) Be g ©
(wﬁ)ﬁe g de ¥, dans €& = { 1,, Ty } de la maniére suivante:

Si B= o alors vpTe = Ty sinon vgT, =T,

B<a alors wpTy =Ty sinon wgT = T,



Dans ces conditions [8] : (&, ,(wg), e n) est une algébre de

Lukasiewicz M -valente, encore appelée, algébre multivalente des degrés
de vérité.
- Les opérateurs " appartient a (E)" e " entre Ta1®t T2 " ¢

Soit E={ vyq, Vy2s s Vyio 5 Vuk }. On peut définir appartient a(E) :

Si v,€ E alors appartient a(E) To. =TM sinon appartient a (E) Ta = Tl.

SiE = [vul’vuZ] alors appartient h([vul,vuz ]) sera noté entre Tal © Tu2e

I1.2. Algeébre implicative.
I1.2.1. Définition.

On dira que {2y, ,V,A, ~} est une algébre implicative Si :
a-{&m,V,A, ~) est une chaine finie dont le plus petit élément est noté T,,
et le plus grand élément est noté T,,.

b - I'implication posséde les propriétés suivantes: ¥ (7T, Tg 'tY) € Xy 3,

- 1- Ty = Tp - - T - =Ty © Toa < Tp

- il - T, ('cB-a Ty ) =Ty [s1].
- v - (T - (TB—) Ty ))-'-) (TB—D (T~ Ty))"‘TM- [s2].
- v -(T, = "cB)-) (('cB-> 'cy)-) (T, 1:7))='cM. [s3].

I1.2.2. Propriétés [8].
-1-8i {2 M> 2V, A ~1} est une algébre implicative, l'implication posséde
en outre les propriétés suivantes
— 2
-a-Y T E XM Ty Tu= Ty b-V(T,,Tgedy » Te S(Tg= Ty )
-c- 3 - - T )= T,= -
c V(TQ,TB,T,Y)E.!M ' To, ('cB 'cy) 'c[3 (Ta 'cy).
-d- 3 < - < -
d ’d('ta,'tﬂ,Ty)e.‘cM ,‘Ca_(’tﬁ Ty)@TB_(’Ca 'cy).
- e - Elle est croissante sur [TI’Ta] par rapport & son second argument:

2 .
V‘Cae .?M,U(Tyl,‘cyz)e ["C1 ,"C“] 'Tyl S‘Cy2 = ’Ca-)’Cyl < Ty Ty2'

-f- Elle est décroissante sur ["CB,‘tM] par rapport a4 son premier argument:

VTge Xy, ¥V (T, Txo) € [T T 12 Ty ST = Ta=Tp 2 Tx =T

h -H('ca,‘cﬁ)exM2,(1:aA tB-)'ta).:'cM.
- - 'd(ta,'cB)ezMz, (T TgV Tp)= Ty
- (T, T T e Xy
1-(ta->'cB)-> (('cm—>'cY )= (1,7 (TB/\ T, )))= Ty
2- (1,27 ((527,) = (T, v )= 1) )= Ty
2-8i (.7!!M,j,(wm)me g~ , N) est une algébre multivalente, et si de

plus, {& pyy = , vV, A y,~) est une algébre implicative alors

- (v,Y'ta-i (Vy"a"’ Tg ))-)(V,Y‘Ca —>'cB)='tM. [s4]
- (VT2 T (Vg 1 T T (. (Vg T Tp)- o (V1 T2 T2 Tp). ) )=Tyy [85])
- VT2 T = T - [s6]
- Vy T Vn(y)("Ta)=TM- [s7-a]



Y a

- vs‘rﬁ-)(v,y'ca—ivx('ta—)‘tﬁ)) avec y tel que : T, =T, > Ts. [s7-c]

- va’tﬁ—)(v,y’ta%vx('cuv ’CB))=TM avec x telque: 1T

-V, T -)vé(vs T, ) avec Te = V5 T, [s7-b]

- Vs TB - (vyta—) vy ( T A ‘CB )) = Ty avec X tel que : 'tx = T,Y/\ Tse [s7-e]
- 3 - Pour toute algébre implicative, Il'application T de Ly x Ly dans Ly
définie par : T(TB » Ty) = Min{‘C§ € LMI ’tﬁ—’ T§ 2 Ta} est une T-norme.

- Remarque: On peut noter le lien avec les R-implications définies dans [10].

11.2.3. Les F-implications.
- Définition.

Toute implication ayant les propriétés suivantes : ¥ (7T, Tg Ty YE £),3:
-a- Ty Tg= T -b-1,- =Ty @ < T
-cC- - - = - -
c-(T, ('c'3 'cy)) ('cl3 (T, TY)).
- d - Elle est croissante sur [T,,T ]par rapport @ son second argument :

2.
V1. xM,V(tyl,ryz)e [Ty Ty ] .‘cyl sty2 =T, *T,, <T, = "yz-

yl
-e - Elle est décroissante sur [‘cB . Ty 1 par rapport a son premier argument :
2.

sera appelée une F -implication.
- Propriétés [8].

i- Pour toute algébre implicative {X M= sV s, ~}, = est une F-implication.

ii- Pour toute K -implication, {&X y, ,v ,A, ~} est une algébre implicative.

11.2.4. Deux familles de F-implications.
11.2.4.1. Les FC-implications.

- Définition.Toute F-implication vérifiant en plus ¥ T €2 y,T = T, =~ T,.
sera appelée une FC-implication. Si la monotonie dans les propriéiés d et e
est stricte , on l'appellera une FS-implication.

Dans ce cas, on a les propriétés classiques de contraposition.
- Exemples [8].

a- L'implication notée —> | telle que : Si O < B alors T LTB =Ty Sinon
Te™ LT B T M-a + p» est une FS-implication.
b- L'implication notée > , telle que : Si Q. <P alors T2 v TB = Ty Sinon
To2y’T p= ~ ToV Tﬁ’ est une FC-implication.
- Propriété [8]. Toute F C -implication est telle que:
H('ra,'cB)eLM g™ 2T, & Te 2 (‘cB To)
11.2.4.2. Les FN-implications.
- Définition. Toute F-implication vérifiant en plus
Jo € 1,Mrtel que : T, > T,# ~ T sera appelée une FN-implication.
On parlera de FD-implication si elle vérifie en plus :
v ('ca,'cﬁ,'ry) Xy’ (1, 'cB)-e ((t,~ (tB—> 'cy))-r (T, ry))='cM [D].



- Exemple[8]. L'implication notée = \ telle que Si o < B alors T2 v TB=TM
sinon T,= T a=Tg,est une FD-implication.
- Remarques : En général, une FN-implication ne vérifie pas la propriété [D].

III. FORMALISATION.
II1.1. Définitions. Dans tout ce qui suit, pour M 2 2 donné, on dispose de
g={1,..., M} et 2y={ T, ..., Ty } un ensemble fini de valeurs muni des

opérateurs unaires ~, (V,) 4, g et d'opérateurs binaires v ,A ,= . On va

définir un systéme déductif ¥ =<6, % .2 .88 >.

- L'alphabet 8.0On se donne :

a: un ensemble P ( non vide ) de symboles ou variables propositionnelles
ou encore émnoncés élémentaires , 4

b: et un ensemble Tde M symboles particuliers, noté T = { ty: € J }.

c: et des symboles logiques, @ savoir :
- un ensemble ¥, de connecteurs ungires : F; ={ TV }u{v o€ J }

- et un ensemble ¥, de connecteurs binaires: F,={ U , N ,>}.

d: et des symboles de ponctuation: "(" et ")" et ",".

L' alphabet & est la réunion de ces ensembles.

- Symboles et assemblages. Un symbole est un élément de &. Un
assemblage est une suite finie de symboles.
- L' ensemble F des formules propositionnelles.
On définit inductivement l'ensemble ¥ de la maniére suivante:

-i - ® CF¥et TC F.

-ii- YAeF, MM(A)e Fet VB(A) € 7.

- dii- ¥Y(A,B)eP, AuBefF, AnB)esea (A>B)e 7.

- iv- Les seuls assemblages qui soient des formules propositionnelles
sont ceux obtenus a partir des reégles précédentes.

Soit i une interprétation de P dans X p qui & toute variable
propositionnelle A associe une valeur T, On peut prolongeri en I de ¥
dans £, qui associe a toute formule A de 7 une valeur T, de £y et qui
posséde les propriétés suivantes :

a - 1(t )=1,. b -I1(—A)= ~1(A)

¢ -I(VeA)= v I(A) d -I(AuB)=I(A)vI(B).

e - I(AnB) = I1(A)AI(B). f -I(A>DB)=I1(A)= I(B).
On dit que I est une interprétation de ¥ dans le systeme de valeurs & .

a b A B. Soient A, (i= a, b) et B des

formules propositionnelles, on définit I" de fagon récursive de la maniere
suivante:

Si a>balors I',_, /A, B=Bsinon I

1

- Chaine de symboles, notée I ._

AB=A, >T,_, . AB.

-Systemes R d'axiomes. Deux systemes d'axiomes, notés [SA1] et [SA2],
sont utilisés dans ce qui va suivre. On se donne une interprétation I de ¥

i=a,b



dans le systtme de valeurs {&p , ~, (Vg I N }.

-1- Systtme [SA1] d'axiomes. On appelle axiome du calcul propositionnel
toute formule construite suivant l'un des schémas ci-dessous o A,B, C sont
des formules quelconques de ¥ :

(S1): Ao (Bo A)

(S2): (A>(BoC))o(Bo(A> C)).

(S3): (Ao B )o((BoC)o (Ao C)).

(S4): (V,YAD(V.YADB))D(VYADB),Y=1,M.

(S5): FY=1’M( VYAD B ) B.

(S6): vMA: A.

(S7): a-VYAD vn(y)” A,

b-v, A > vx(v5 A) avec tel que : T = Vg Tope

X
c-vg B D(VY A > vx(A > B ))avec y tel que: Ty =Ty Ty

d-vs B :)(vy A > VX(AU B))avecy telque:'cx='c,yv Tg-
e-vy B D(VY A o vx(Ar\ B ) ) avec g tel que: 'tx='r,YA1:8.

etcecipourd =1 ,M et y=1,M.
- Systtme [SA2)] d'axiomes. On remplace les axiomes ( S2),(S83)et (S4)
par l'axiome (D) uniqgue : (A>DB)>(A>(B> C)>(A>C().
- L'ensemble R des régles de dérivation.
a: Régles de substitution. On peut remplacer simultanément toutes les
occurences d'un énoncé élémentaire par une méme formule.
b: Reégle d'inférence. On définit comme seule régle d'inférence, la régle
dite de Modus-ponens qui consiste & passer des formules Aet A> B a la
formule B dite conséquence immédiate de A et A D B .
I11.2.  Déduction.
. Déduction formelle a partir de % : Etant donné H c ¥ ,on appelle
déduction formelle & partir de H une suite finie de formules Ay, A, , ...,

Ay .., Ay telle que :

¥ ie {1,..,n)},'une des conditions suivantes est réalisée :
[D1] : A; est un axiome ,

[D2] : Ai € 9‘{,
[D3] : Il existe deux entiers j et k strictement inférieurs a 1itels que A;soit

conséquence immédiate de Ajer Ay.

. Déduction formelle de B 2 partir de # notée H + B :Une déduction de
B @ partir de H est une déduction formelle dont la derniére formule est B.
- Déduction formelle : C'est une déduction & partir de # = @ . On l'appelle
aussi une preuve Ou une démonstration.

. Démonstration de B notée = B :Une démonstration de B est une déduction
formelle dont la derniére formule est B. On dit que B est démontrable ou
encore que B est un théoreme.



- t,- démonstration de B notée r, B : Soient t e T et Be F.0n dit
que B est t - démontrable si la formule t > B est démontrable..

- t_ - déduction de B a partir de 5 notée H B.

C'est une déduction de t > B a partir de H .On dira que B est
t, -déductible de #H ou t -conséquence de H: H v Bo Hr (t,> B).
I11.3. Propriétés [8].
.1-¥(A,B)e 2, vA> B = A+ B.Plus généralement:

¥V 4 c FetY AeF, H+ A> B = su {A}rB.
2-¥Y(A,B)e ¥, Fo AD B = Aw  B.Plus généralement:

VH c FetVW A€ 7T, 9{n-aA:3B = HU{A} +_ B.
- 3 - Théoreme de (finitude.

¥V o c F tel ques{ +, B, alors 3 H'fini C H tel que H'r, B
II1.4. Interprétation sémantique des formules.

Dans tout ce qui suit, pour M donné, on se donne :
- une chaine ( finie de Morgan ) {£y, ,v ,A, ~ } de degrés de vérité,

- (-'3M,.7 ’(wa)ae g% N, n) une algebre de Lukasiewicz M-valente,
-{&Mmrs2?,>VsA ~1} une algéebre implicative.

- et un systéeme déductif, noté ¥ =< 8, F ., &£ , & >.
111.4.1. Définitions.

Soit une interprétation 1 de ¥ dans le systéme L . des degrés de

vérité. Elle posséde les propriétés données au § IIL.1.
- B conséquence To" valide de A, notée A |= o B.

Soient A et B deux formules de ¥ et 1une interprération
quelconque. On dira que B est conséquence T, - valide de A, si et
seulement si, I( B )2 Min{ T € Lyl IA) > tgz Tole
On notera encore T ( A, o ) = Min{ T € Ly 1 1(A) - téz'ca] le seuil a partir
duquel B est conséquence T, - valide de A. On a ainsi:

¥ (A,B)e 72, A=, B & I(B)2T (A,a).

- Remarque : On peut noter que, dans le cas des FC-implications :
Alzg B & {I(B)2~(I(A) =~ 1)}

Cette définition a été, introduite dans [7] pour des FS-implications. Elle est ici
généralisée et appliquée i la famille des F-implications.
- B conséquence T _-valide de H, notée H |= o B.

Soit H = {Al, Y Ap] un ensemble fini non vide de formules
de F,et A, =ANn..NAN.N Ap‘ On dira que B est conséquence
T, -valide de 3 si et seulement si B est conséquence T - valide de A , .

Hi=g B & Zﬂl=aB.
- B conséquence valide de A, notée A |= B.

On dira que B est conséquence valide de A, si et seulement si, B est
au moins aussi vraie que A:%¥ (A,B)e€ ¥2, Al=Be I(B)2 I(A)



- B conséquence valide de 9, notée H |= B.

Soit H = (A}, ..., Apeee s Ap} un ensemble fini non vide de formules

de ¥ et A , défini comme précédemment. On dira que B est
conséquence valide de H si et seulement si H =B & Eﬂl= B.

L'équivalence sémantique, notée A |=] B.
On dira que deux formules A et B sont sémantiquement équivalentes,
si et seulement si, elles ont la méme interprétation.
¥ (A,B)e 72, Ai=iB @ {AkBetBi=A}.
-Les T, - tautologies et les tautologies , notées |= o A et = A.
Une formule A est une T - tautologie, Si et seulement si, 1 (A) 2 1T, et
une tautologie , si et seulement si 1 (A )= Ty.

Ces définitions généralisent, en logique multivalente, les concepts de
conséquences valides et de tautologies de la logique booléenne.

Un systéeme déductif Y sera dit plausible pour une interprétation 1si :
- i - tous ses axiomes sont des tautologies,

-ii- {(I(CA)=Ty et ICA>B)=1y]} = I(B)="1Ty-

D'aprés ce qui précéde, pour toute F-implication [SA1] est un ensemble
de tautologies. Il en est de méme pour toute FD-implication associée a [SA2].
Dans les deux cas I'hypothése - ii - est satisfaite.

I1X.4.2. Propriétés[8].

-1 - Pour tout systéme déductif plausible, tout théoréme est une tautologie
¥YVAe /A= |=A.

-2 - Pour tout systéme déductif plausible, toute formule ta-démontrable

est une T - tautologie.  Soit: VAe 7, v, A= |=,A.

-3 . Toute F-implication est telle que

.a- Y(A,B)e F2,A|=g B |=4 ADB.

b- ¥ H@nDC F Y(A, B e P,HU(A) |=q B> H|=q ADB.
- _Remargue:

La réciproque de ce résultat est fausse. Toutefois, on peut montrer que [8] :
-4 - Pour une F C.implication quelconque

-a:VH(fini)CftelqueI(Zﬂ)—’ ~T,=~Ty,ona:
V(A B)e 2,4 U {A} =g Be H|zq ADB.
-b: Si H B (fini) est un ensemble de tautologies de ¥, alors on a:

¥ 1, €Ly YA, BE R, HBU {A)|=q B HB|=q ADB.

. 5. Pour une FS-implication quelconque, si H B (fini) est un ensemble
de tautologies de ¥, alors on a :

¥ 1,€ L)Y (A B) € P, HBU {A}=g B HB|=g A> B.

- 6 - Toute FD-implication définie dans L yq est telle que :
¥ Hin) C F, V(A, By € #Z,H U (A} =oBe H|=g ADB



On peut encore montrer[8] que, l'implication sémantique posséde les
propriétés suivantes :
. 7 - Pour toute F -implication, on a

-a-YAE 7 |= ADA.

.b-Y(A,B)e 72, { A 1zl B & |= A>Bet|z BoA}.
.c-V (A B e 7F{A|=B & {Va=1,M: W, A= w, B} }.
.d-V (A, B e 72, {A|z]|B & (V¥ a=1,M:WaA|-|WB}}
-e-¥Y(A BeR2{AlzlBe {(Va=l,M: v, A v, B}
-f-Si E un sous-ensemble de {V,, ... sV 3> alors ¥ (A, B)€e ,‘7'2:
{Al=l B & { ¥ E: appartient-da (E) A I=I appartient-a (E) B}}.

II1.5. Généralisation du Modus-ponens. :
Il s'agit d'aborder ici le probleéme classique de la généralisation du
Modus-ponens, 2 savoir : Si l'implication A > B est T vraie et que la prémisse

A est Tg vraie, que peut-on en déduire pour la conclusion B?

Dans les modeles flous ([10], [11]), ce probléme est abordé via la théorie
des possibilités. Dans le modele proposé€ ici, on a en particulier [8] :
-1-¥(A,B)E 7%, V¥ (a,B)E J2:

{|=B A et |=aAD B}l= { I='YB avec T,Y=-'E(tB,0.)}-
- Remarque : Pour les FC-implications, on sait que T( tB’ a)=~ (’t:‘3 -~ T, ).

Le résultat trouvé généralise a la famille des F-implications, le résultat établi
dans[7] pour des FS-implications.
Dans le cas plus général, si X est un ensemble fini non vide de

formules, on obtient [8] :
2.9 X (fin)c F, ¥ (a,B)E J2:
(avec't,y—‘t(Ax,B)et’Cs _T(t“{ a)).

- _Remarque: On voit immédiatement que l'on peut, en chainant  des
inférences, déterminer les degrés de vérité des conclusions.

Un deuxiéme probléme doit étre également abordé : la généralisation
du Modus-tollens: Si l'implication A > B est T  vraie et que la conclusion —B
est Tg vraie, que peut-on en déduire pour la premisse “TA?

On obtient dans ce cas [8] :
-3-% (A,B)E 7%, V¥ (a,B)E J5%:

{I=f5 mIB et |z, ADB} = { |=‘Y-|A avec T
-4-9 X (fini) ¢ F, ¥ (a,B)E J2:

{X I=B T Bet X|=,ADB}=> X I=Tl =1 A,

(avec T, =T(Ayg,B),T5=T(Ay, 0)etT =~(T3=~1T)).
IV. LA COMPLETUDE.

Les résultats établis par Rosser et Turquette [9] donnent en particulier:
-1- YVAe F,+AD> A.

Y=~('cm-->~ TB).}.



.2- Théoréme de complétude : Pour tout systeme déductif plausible associé
a [SA1]l, il y a équivalence entre tautologies et théorémes.

VAeE 7, |mA & rA.
On peut y ajouter [8] :
-3- Théoréme de T, - complétude. Pour tout systéme déductif plausible
associé @ [SA1]), il y a équivalence entre les T, -tautologies et les

formules t, -démontrables : ¥ Ae 7., |=g A & *+y A.

.4- Soient un systéme déductif plausible associé a [SA1] et H un ensemble
fini de formules, ona: H |=4 A= H "u.A'

-_Cas particulier[8] : La réciproque est vraie si #B un ensemble fini de
formules de ¥ vraies pour une interprétation I.
.5. Soient un systéme déductif plausible associé a [SA1] et H B est un

ensemble fini de formules vraies de ¥, alors : HB +, A & HB |=, A

Si on utilise cette fois le systéme [SA2],on peut montrer que I'axiome
(D) fait que l'on a cette fois le théoréme de la déduction[9]. On peut alors
déduire (S2), (S3) et (S4). Les résultats du paragraphe précédent sont donc

toujours valables.
.6- Théoréme de la déduction. Pour tout systéme déductif plausible associé

2 (SA2),0na {A Ay s A p ALl P B (AL A L A )AL D B

.7- Tout systéme déductif plausible par rapport a [SA2], est plausible par
rapport @ [SA1].

-8- Théoréme de ta' déduction. Pour tout systéme déductif plausible

associé & [SA2] ,ona: {A, A,,..., A }+ B= {A, Ay A _Ir AP B.
V - CONCLUSION.

Les résultats cités ajoutés a ceux obtenus ici, mettent en évidence le fait
que les logiques multivalentes et la théorie des ensembles flous fournissent
les outils sémantiques de base, pour I'élaboration d'un modeéle de

représentation de l'incertitude.
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