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RESUME: Dans de nombreux domaines, la connaissance de I'expert
est souvent entachée d'incertitude. L'expression de cette connaissance
sous forme qualitative, plutét que quantitative, permet de mieux
prendre en compte cette incertitude. Dans cet  article, nous présentons
un modele de gestion de lincertitude répondant a2 cet objectif. Une
approche linguistique, dans le <contexte d'une logique
propositionnelle multivalente, est proposée a I'expert pour
représenter, puis exploiter, sa connaissance incertaine.

I - Gestion linguistique d'une base de connaissances:

Une base de connaissances comprend essentiellement des faits et des
régles. Dans de nombreux cas, les faits de base qui les composent sont des
propositions évaluées de fagon qualitative plutdt que quantitative. On
trouvera:

des faits du type " l'étudiant est jeune ", ou " l'étudiant est trés jeune ",

et des régles comme:
si " 1'étudiant est au moins moyennement bien-noté

et " l'étudiant est jeune "
alors " l'étudiant est au moins un assez bon-candidat
Dans ces exemples plusieurs notions apparaissent:

- 1 - Dans une proposition du type " l'étudiant est au moins assez jeune ",
"jeune " est représenté par un ensembie flou [11], dont la fonction
d'appartenance associe 2 tout u e R un degré d'appartenance

W jeune
(ou degré de vérité) ujeune (u) e [0,1].

- _Exemple: La figure I donne une représentation de "jeune On l'interpréte
de la maniére suivante: pour un individu x € Edont 1'4ge est t(x)=u,

"aun degré a = ujeune(u) .

1"

x est "jeune

- 2 - Considérons la proposition I'étudiant est o jeune " ou o est, par
exemple, un adverbe( ex: assez). Zadeh[12] utilise la notion de
modificateur pour créer, a partir de l'ensemble flou A, l'ensemble flou a A.
Nous avons préféré l'interprétation proposée dans [S] par M. De Glas, a
savoir: " x est o A " signifie " x (est o) A ", c'est-a-dire que o est un
degré de vérité, le degré auquel " x est A ". En d'autres termes:

"xest o A "estvraie sietseulementsi " xest A" est a- vraie.

Le recours a une évaluation linguistique a traduit souvent, chez

I'expert, une incertitude sur un degré de vérité.
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Il convient alors d'associer 4 o , non plus un degré de vérité, mais un
intervalle de confiance sur l'intervalle des degrés de vérité.
- 3 - La proposition " 1'étudiant est au moins o jeune " est interprétée de la
maniére suivante: " l'étudiant est jeune " est au moins a - vraie.

4 A

jeune

Age u

18 25

Figure |

IT - LES OUTILS UTILISES :
II-1-Définition d'un ensemble L de degrés de vérité linguistiques:

Soit un ensemble totalement ordonné, noté [ 0 ,1 ], muni d'une involution

décroissante ( — ). Définissons dans [0, 1 ] un ensemble T d 'intervalles
[ x, X ] vérifiant les propriétés suivantes:

-a:U[xi,xj]=[0,1]. -b: [0,0]eT e [1,1]€eT.

-c: [ a,bl]l el == [—b, — a]eT.
-d:{[a,b] €eT e [c,d] €T } =»
{[max (a,c),max(b,d)] €T et[min(a,c), min(b,d)] T }.
Définissons dans T une relation d'ordre § ( en général partiel ) comme
suit: { [a,b] § [c,d] } & { ascetbsd }.
Dans ces conditions { T , { }est un treillis.
On peut alors introduire des opérateurs U et N :
[a,b] U [¢c,d] = [max(a,c), max(b,d) ]
et [a,b] N [c¢,d] = [min(a,c), min(b,d) ].
et une négation forte, notée —, telleque: —-[a,b]l=[— b, —ma].
Notons enfin, qu'il est possible de choisir T de telle sorte que
{T,$ ,VU ,N ,— }soit un treillis distributif vérifiant les lois de
Morgan. On peut trouver dans [3] la justification de ces résultats. On notera
Ty un treillis T de ce type a M éléments.
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Dans ce qui suit, on s'intéressera plus particuliérement & des treillis de
type T,, ( un seul élément invariant pour la négation ) dont la figure II

donne une représentation possible. Notons toutefois que les résultats restent
vrais dans tout treillis T de méme nature muni d'une relation d'ordre total.

L'ensemble T  étant supposé totalement ordonné, on peut associer a
chaque intervalle [ a, b ] de T un élément noté m,, € [ a, b] de telle sorte

que la correspondance: [a,b] - m,, soit un isomorphisme. L'ensemble
{ mabl [a,b] e T } est alors un sous-ensemble totalement ordonné de

[0, 1]etT est donc, 2 un isomorphisme prés, un sous-ensemble de [ 0, 1 ].

Si l'on considére les éléments de [ 0 , 1 ] comme des degrés de vérité,
les éléments de T , en qualité de sous-intervalles de [ 0 , 1 ], peuvent étre
considérés comme des intervalles de confiance ( sur l'ensemble des
degrés de vérité ) , ce qui nous permet de nous ramener d'un ensemble
infini de degrés de vérité 2 un ensemble fini d'intervalles de confiance. Par
ailleurs, les éléments de T , vus comme éléments de [ 0 , 1 ], peuvent éEtre
considérés comme des degrés de vérité auxquels on peut associer
bijectivement des degrés de vérité linguistiques. Désignons par :

L ={ t,,a=1,M

o
cet ensemble de degrés de vérité linguistiques. On peut induire dans L la
méme structure que dans le treillis T
Au treillis TH, nous avons associé un treillis L 11 de degrés de vérité

linguistiques( figure III ). On peut montrer que[3] ( Lir,<,v,A ,~ ) est un
treillis distributif vérifiant les lois de Morgan.

-_Remarques:
1 - Une double terminologie est proposée. Elle permet de parler de degrés

de vérité ou de degrés de fausseté. L'expert, en général, utilise les
degrés de vérité lorsqu'une proposition lui semble au moins
moyennement vraie, et les degrés de fausseté dans le cas contraire.

2 - Pour des raisons terminologiques, il y a coincidence entre les degrés
tout a fait et pas du tout vrais et les valeurs booléennes vrai et faux .
3 - Notons que, moyennement désigne 1'élément invariant pour la négation.
4 - 11 est nécessaire de donner une interprétation des assertions comme
Durand est jeune sous la forme d'une évaluation linguistique du prédicat
flou " x est jeune ". Nous proposons a l'expert deux interprétations
sémantiques des affirmations. Ainsi 1'assertion x est A aura pour
signification : " X est au moins moyennement A " est vraie ou bien
" x est exactement moyennement A " est vraie. De cette fagon, toute
assertion x est A est une proposition vraie du type " x est a A ".

5 - Il résulte de ce qui précéde que, manipuler un prédicat flou ne
nécessite plus de définir sa fonction d'appartenance. A l'aide d'un
nombre fini de termes ( 5,7,9 ou 11 termes par exemple[3] ), l'expert va
définir, puis gérer, sa connaissance. Dans de nombreux domaines ( en
médecine en particulier ), cette approche qualitative ( plutét que
quantitative ), semble plus naturelle.
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AR HRRRHAREHR A IDORHHAOR

pas du tout vrai [ tout a tait faux
trés peu vrai ; franchement trés faux
peu vrai 5 trés faux

assez peu vrai : assez faux

plutét peu vrai Lpluttit faux y
r

moyennement vrai | moyennement faux

plutét vrai plutét peu faux

assez vrai assez peu faux
trés vrai ' peu faux

franchement trés vraf trés peu faux

\_ tout a fait vrai ) pas du tout faux

Figure il

DansL, ={t ,a=1,11} posonsn(a)=12- a. On a:

al
1!TaS‘CB(=) 0.5[3. 22~Ta= Tn(a).
3:TG.VTB=Tmax(0.,B)' 4:raATB=Tmin(a,ﬁ)‘
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II - 2 - Définition d'une implication matérielle :

Pour exploiter la base de connaissances, nous avons besoin de définir
d'abord une implication matérielle et ensuite une implication sémantique.
Il -2-1-L'implication matérielle notée - L®

Nous avons choisi d'utiliser l'implication matérielle de Lukasiewicz [7],
que nous noterons -, , application de L,, xL,, -+ L,, telle que:

Si TaSTp alors Ta"LTB =1T,, sinon Ta"LTB=111- «+p
Elle posséde les propriétés suivantes:
a- VT ., T, T =~7T, = Ta(a)™ T12-a -2 YV T, Ty 2L Tg=Tg

- 2 .

y y2 y1
2 .
d- V(T Txad€ [ Tg Ty P i Tyy STy = Ty Ty 2 Tya = Tp-

II -3 - Définition des opérateurs unaires:
On peut définir des opérateurs unaires permettant de gérer des

"

propositions comme " Durand est exactement peu jeune ou " Durand est
au moins peu jeune ".
IIT - 3 -1 - Les opérateurs de base Vg :

SoitL' = {vB,B =1,11} = [exactement’cﬂ, B=1,11} avec:
Si B=« alors vpTy = Ty; sinon vgT =T,
La proposition " x est exactement Tg A " sera tout a fait vraie si et

seulement si " x est A " est Tg vraie et pas du tout vraie dans les autres cas.

IIT - 3 -2 - Les opérateurs wg

En utilisant l'opérateur v il est possible de définir L' '.
L'"'={wg B=1,1}= {au moins 'cB,B=1,11}

avec wgT =vgT VvV vgy Ty Ve V. vy T,.On a donc:
Si p<« alors wgTy = Typ simon wgtT = T,

1" "

La proposition " x est au moins Tg A " sera tout a fait vraie si et

seulement si" x est A " 2 un degré de vérité linguistique au moins égal 2 Tg

et pas du tout vraie dans le cas contraire.
III- 3 -3: Les opérateurs appartient 2 ( E ) et entre Ty1et Typ 't

Soit E={ v i, vy, e » Vyjs oo s Vg }- On peut définir appartient a (E)
comme-suit:

appartient h(E)’Ca = Va ‘C« V VT VeV Vi ’C“ Vaev v, T

« «”
En d'autres termes:

Si v € E appartient 2 ( E)T, =Ty sinon appartient a(E)T, =T7T;.
On notera encore: appartient a (E) = Ty 08 Typ oo Ou T oo oou T,
-_Remarque; Pour E = { va } (resp. E = [ va s V11 1), on retrouve v B( resp. wg ).
=Cas particulier: Quand E = [ v,; , v, ] alors appartient a ([vyy ,vyy 1)

s€ra note entre Tul et 1u2’



IIT - L'implication sémantique

II - 1 - L'ensemble des formules propositionnelles:
Soit P un ensemble non vide de symboles. On se donne en plus les

ensembles suivants:T=(t , a=1,M};F1={—}U{vg,B=1.,M}: F2={> }.

On peut définir l'ensemble F des formules comme-suit:
-i : Pc Fee Tc F,

-i: VA, {AeF = (—AeF oV yAceF }}

-ii: ¥ (A,B),{(A,B)eF2 = A=+ B eF }.

Les opérateurs v , A, Wget sont construits a partir des précédents. On peut
ajouter appartient 2 ( E ) ( et entre VaretVy). St E={vV B1r o Vgiseess V gk }
alors: appartient 3 (E)A = VBI AV...V VBi AV..V V[}kA

II. - 2 - Interprétation sémantique:
Soit une application I de F dans L qui associe A toute formule
A un degré de vérité linguistique I (A ) = T, On dit que I est une

interprétation de F si elle posséde les propriétés suivantes:
a: I(t,) =T, b:I (mA)=~T(A); c:I(VyA)= v
d: I(A-> B )= 1I(A)=> I(B).
Notons que dans ces conditions :
ICAvB)=I(A)v I(B);I(AA B)=I(A)AI(B);I(WBA)=WBI(A).
SiE={ Vgr oo Vgiseees Vﬁk] et E={ Vg1 e Vi veeesV i } @lOTS:

I (appartient 2 ( E )A ) = appartient 2 ( E)I (A ).

I(A);

a

IIT - 3 - Définition d'une sémantique muitivalente:
Nous utiliserons principalement la définition de conséquence T,-valide

proposée par M. De Glas dans [5] .
IIl -3 -1: B conséquence T -valide de A notée A |=, B.

Etant données deux formules A et B de F , on dira que B est
conséquence Ty valide de A si et seulement si IB)=> ~ (I( A) d T ’ca).
Soit: ¥ (A,B)eF?2, (A |5, B &I(B) 2~ ( I(A)- ~1,)}.

III - 3-2:B conséquence valide de A et implication sémantique notée

A |=B.
On l'obtient en prenant T, = T,,. B est conséquence valide de A si B

est au moins aussi vraie que A. Eneffet,ona: A |=B & I(B)=2 I(A).

~

A |= Best l'implication sémantique associée 4 A -, B.

III - 3 - 3: L'équivalence sémantique notée A I=l B.
Al=iB < { Al=Bet Bl=A}.
Les formules A et B sont équivalentes si et seulement si [ (A)=1(B).



IIl - 3 - 4: Proposition multivalente notée [ A].

Cette relation d'équivalence permet de définir l'ensemble des
propositions multivalentes comme étant l'ensemble-quotient{ F / I=l }. La
classe des formules équivalentes 3 A , notée [ A ], est appelée une
proposition multivalente. Cet ensemble comporte M ( ici 11 ) éléments.
Il -3-5: <t -tautologie et tautologie A notées |=, A et |= A .

Le concept de tautologie de la logique booléenne[6] s'introduit en
logique multivalente([9])de la maniére suivante: A est une To" tautologie

si et seulement siI(A)zra. Soit: l=e A & I(A)z27, .

-_Remarque: Ceci peut aussi s'écrire : =g A & t = A.

[+
Si 1T, =Ty, alors on parlera de tautologie: [= A & I(A)=Ty

IIT - 4 - Les propriétés de I'implication sémantique:

Nous allons donner quelques propriétés liant les implications matérielle
et sémantique. Ces résultats sont démontrés dans [2].
Proposition Ill - 1: ¥ (A,B)eF ? (A |-, B & |=,A~ B }.
PropositionIll -2 : ¥ (A,B)eF 2,{ A -l B & Ae B].
Proposition Il - 3 : ¥V A e F , |= A~ A.
Proposition Il -4: ¥ (AB)eF 2 (A|=B & {Va=lM: W A=W B} }.

Proposition IIl - 5: ¥ (AB)eF 2, {Al=IB & (Y a=1M:v A v _B}}.

IIT - § -La complétude

Une axiomatisation de cette logique propositionnelle est proposée dans
(8]. Elle donne, en particulier, le théoréme de complétude suivant:
Toute formule To- démontrable est une T,- tautologie ( et réciproquement ).

IV - EXPLOITATION DES CONNAISSANCES:

Il1 est également nécessaire de rendre le systéme apte a exploiter la
connaissance. Il est indispensable de généraliser la régle classique dite de
"modus-ponens”. En logique floue de telles généralisations ( [10] , [13] ) ont
été proposées. Dans le contexte de la logique multivalente retenue ici, la
régle d'inférence ( si { A et A -, B } alors B), et la notion de conséquence
T,-valide, conduisent tout naturellement a des généralisations de cette régle.

Soit E={ T ;) Tyys oy Tup } un sous-ensemble de L;;. Désignons
par min(E) 1'élément minimal de E. On peut montrer que [4] :
Proposition IV- 1:

V(A,B) F2 ({I(A)eEet =g A= B} = I(B)2~ (minE)- ~T).
Proposition IV - 2: Y (A,B)e F 2 et E tel que min(E) 2 ~ T, :

(ICA)e Eetl(A » B)=1,}= I(B)2~ ( minE) -, ~ Ty )
Proposition IV - 3:

Y(A.B)eF?% (|sgA » Bet|-, =B} = [(~A)2~ (Tg =+ = Ty )
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V(A,B)eF2( |5 A et = A » B} = I1(B)2~ (T3 ~1T,)

V(A,B)eF?et Tg2~1,:

{|=B Aet I(A-> B)=t,} = I(B)2~ (1:;3 L~ Ty )
-Remarque: Dans [4] nous nous intéresserons aux systémes experts
manipulant des données incertaines. Un formalisme de représentation des
régles de production sera proposé i l'expert. Il disposera ainsi, d'un moteur
d'inférences effectuant sur des données incertaines un raisonnement de
nature qualitative.

V - CONCLUSION

L'insuffisance des outils probabilistes et possibilistes nous a conduit 2
proposer, dans ([1],[2]) ce nouvel outil pour gérer l'incertitude,
principalement axé sur l'utilisation linguistique d'une logique
propositionnelle multivalente. L'un des avantages de cette approche est que
l'on peut manipuler des prédicats flous sans avoir a définir leurs fonctions
d'appartenance. La représentation de la connaissance de nature incertaine,
puis son exploitation, 2 l'aide de variables linguistiques, est bien plus proche
du raisonnement des experts.
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