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1-Introduction.

L'opérateur de maximalisation T associ€ 4 une norme triangulaire T, ou opérateur
de Pedrycz, dont nous allons ici récapituler ou établir quelques propriétés, se
rencontre dans de nombreux articles ([3], [4], [5], [6], [7], [8], [9] par exemple).

Il a notamment été utilisé dans [1] pour déterminer la solution maximale
d'équations de relation floue de la forme RoA =B ot "o" désignait une composition
sup-T, T étant une norme triangulaire quelconque.

Dans ce qui suit I désignera le segment [0,1].

2-Opérateur de maximalisation associé & une norme triangulaire.
Définiti

On appelle opérateur de maximalisation (ou opérateur de Pedrycz) associ€ a
une norme triangulaire T toute application 7 : 12 - I telle que, pour tout
(a,b,c) € I3,
atb<ctb sia<c (D
T(a,b)tb=a 2)
T(atbb)<a 3)

D'apres (1) et (2), a2 bimpliqueatb2btb=T(1,b)tb=1 et, d'apreés (3),
atb =1 implique T(a © b,b) =b <a d'ou la propriété suivante:
p ition 1
l Sit existe alorsatb =1 sietseulementsi a=b.
Exemple 1. Si Tq(a,b) = min (a,b) alors I'opérateur t; défini par
At b= {1 siazb
1 a sia<b
est un opérateur de maximalisation associé a T .
Remarque. En permutant le role de a et b, c'est & dire en définissant € par les trois
conditions
atb<atc sib<c 1
T(a,b)ta>b (2"
T(atb,a)<b 3"
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on retrouve la définition de l'opérateur T donnée dans [6] par Pedrycz et alors T
n'est autre que l'opérateur de Sanchez o défini par

aab-—{l sia<b
" b sia>b

Toutes les propriétés qui suivent s'adaptent aisément & la définition de 7 par les
relations (1%, (2'),(3".
Exemple 2. Si Ty(a,b) = ab alors l'opérateur T, défini par

1 siaz2b
a12b={a

Y sia<b

vérifie les conditions (1), (2) et (3).

Mais un opérateur de maximalisation T associ€ & une norme triangulaire T

n'existe pas nécessairement. Ainsi la norme triangulaire T définie par
a sib=1

T(a,b) = {b sia=1
0 siazletb=l
ne peut admettre un tel opérateur 7 car, si celui-ci existait on aurait, pour touta et b
appartenant a [0,1[,
as<T@b)tb=01b
donc on aurait 0 Tb = 1, ce qui est impossible, d'apres la proposition 1.

p ition 2
Si la norme triangulaire T admet un opérateur de maximalisation T alors
celui-ci est unique.

S'il existe deux opérateurs de maximalisation distincts T et Ty associés & T alors il

existe a et b appartenantd Itelsqueatyb#aty b.

Supposons par exemple aT; b <a 1, b; alors pour c € ] a Ty b,a Ty b]il vient,

d'apres (3)

T(c,b) <T(aty bb)<a
puis, en utilisant (1) et (2),
c<T(b)Tybsat b<c
ce qui est impossible, donc a T{ b=a 1, b pour tout (a,b) € 2.

3-Condition suffisante d'existence d'un opérateur de maximalisation.
L'opérateur T associé & une norme triangulaire T permet d'obtenir la plus grande
solution d'une inéquation.
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Lemme 1
Si T admet un opérateur de maximalisation T alors
T(x,b)<a & x<athb

Six <a1tb alors, d'apreés (3), T(x,b) <T(atb,b) <a.
Si on suppose qu'il existe x) tel que

T(xgb)<a et xg>ath
alors on a, d'apres (1) et (2),

xg>atTb2T(xg,b) Tb2xg
ce qui est impossible. Donc a T b est bien la plus grande solution de 1'inéquation
T(x,b) £ a.

Pr ition 3.

Soit avb=sup{ xe IIT(x,b)<a}.

Pour que 1a norme triangulaire T admette un opérateur de maximalisation < il

faut et il suffit que

T(@@avbb)<a 4)
*a<cimpliqueavb<cvb car
{x1Tx,b)sc}o{xITx,b)<a},
*a<T(@,b)vb carae { x!T(x,b) < T(a,b) }.
* Side plus, T(a v b,b) < a alors v est un opérateur de maximalisation associé a T et,
d'apres l'unicité d'un tel opérateur,atb=avb.
Réciproquement, si T existe alors, d'apres le lemme 1,atb=avbetdoncona
bien, d'apreés (3), T(a v b,b) < a.
La condition (4) est vérifi€e en particulier si, pour tout b € I, I'application

x — T(x,b) est continue sur I. D'ol1 le corollaire suivant:
Corollaire

Pour qu'une norme triangulaire T admette un opérateur de maximalisation T il

suffit que T vérifie la condition de continuité:

Vbe I, x - T(x,b) estcontinue sur I &)

On retrouve dans ce cas l'opérateur o de Miyakoshi, défini dans [5].
Remarque: La norme triangulaire T3 définie par

0 sia+b-1<0
Ty(a.b) = {min(a,b) sia+b-1>0

ne vérifie pas la condition de continuité (5) mais admet un opérateur de
maximalisation T3 car T3(a v b,b) <a. On obtient ainsi
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1 sia2b
a1:3b=avb={a sil-b<a<b
1-b sia < min(b,1-b)
Proposition 4.
Si la norme triangulaire T admet un opérateur de maximalisation T alors
T(a,b) est la plus petite solution de I'inéquation
xtb=2a
ot a et b sont donnés dans L.
D'apres (2), T(a,b) est solution de l'inéquation. Si cette inéquation admettait une
solution x) telle que x(y < T(a,b) on aurait, d'apres la propriété de croissance de T et
1a propriété (3),
x0 < T(a,b) < T(xg Tb,b) < xq
ce qui est impossible.
Autrement dit,
T(a,b) =inf{x e IIxtb=a}
pour toute norme triangulaire T admettant un opérateur de maximalisation 7.

4-Propriétés de I'opérateur t.

p ition §
atb2a (6)
atl=a . @)
1ta=1 ®
T1sT) = 1121 )

(6) est vérifié car a<T(a,b)tb<azbh.
Demémeatl=acara<T(@,])tl=atl=T@tl,1)<a
et (8) est un cas particulier de la proposition 1.
Enfin Ty(a ) b,b) < To(a 15 b,b) <a donc a Ty b < a Ty b, par application du
lemme 1. (1 et Ty désignent les opérateurs de maximalisation associ€s a T et Ty
respectivement, T <Tp et T 2% signifie

V(a,b) € 12, Ty(ab) <Ty(ab),at; b2at,)b)

p ition 6
Quel que soit (a,b,c) € B
(atb)ytc=(@tc)tb=atT(bc) (10)
Démonstration: Il suffit de montrer que (a T b) t ¢ = a T T(b,c) puisque
T(b,c) = T(c,b).
* T((a Tt b) T ¢, T(b,c)) = T(T((a Tb) Tc,c),b) < T(atbb) <a dapres (3) et les
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propriétés de T donc,d'apres le lemme 1,

(atb)tc<atT(bc).
* T(a T T(b,c),T(b,c)) <a d'apres (3) et T(a T T(b,c),T(b,c)) = T(T(a T T(b,c),c),b)
d'oll, par applications du lemme 1,

T@@atT(,c)c)<atb et atT(hc)<(ath)tc.

p ition 7
T(atbbrc)<atc 11
T(a,b)t T(bc)2atc (12)
Démonstration:

*T(T(atbbrc)ec)=T@tb T tc,c)) <T(atbb)<a dou la propriété (11) par
application du lemme 1.
* T(a,b) T T(b,c) = (T(a,b) Tb) tc 2atc dapres (10),(2) et (1).

P ition 8
bs<c = atb2atc (13)
b2c = T(atbecrtd)<atd (14)
csatb @ b<atc & a2T(b,c) (15)
atbs@tc)t(rco) (16)
atb<s(ctb)t(cta) (169
a2 min(b,c) = at(btc)2c¢ an
at(atc)2c (18)
T(atbc)<at(btc) (19)
at(at(atb)=athb . (20)

Démonstration.

*b<c = T(atc,b)<T(atcc)<a dou (13) par application du lemme 1.

*b2c = atb<atc = T(atb,ctd)<T(atc,ctd)<atd par application de
(13) et (11).

* Par application de la proposition 1 et de (10),

c<atb & (@atb)tc=1=(atc)tb=a1T(b,c)doi la propriété (15).

* Par application de (11) et du lemme 1,

T@atbbtc)<atc = atbs(@tc)t(btc) et (brc)<(atc)t(athb) dou
(16) et (16").

*T(btc,c) ST(,c)=c et T(btc,c)<bdapres (3) donc T(b Tc,c) <min(b,c) <a
etc < a7t (b tc) par application du lemme 1.

* (18) est un cas particulier de (17).
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*T@tbc)<T@tbbt(btc))<at(btc) par application de (18) et (11). D'o
la propriété (19).

* Enfin, par application de (18) et (13) onobtientatb=at(at(ath))

et, par application de (18), atb<a<t(at(atb)), dou larelation (20).

5-Cas ou T est continue,

Proposition 9
Si T vérifie la condition de continuité (5) alors T existe et
i) T(a T b,b) = min (a,b) 21
ii) I'application x — x T b est strictement croissante sur [0,b] (22)
Démonstration:
Sia2b, T(atb,b) = T(1,b) = b =min(a,b)
Sia <b, T(a T b,b) < a d'aprés (3); supposons T(a T b,b) < a. Alors, puisque la
condition (5) est vérifiée, il existe xg € [0,1] tel que T(xg,b) =a
et a = T(x(,b) < T(T(xq,b) Tb,b) = T(a Th,b) <a.
C'est impossible donc T(a t b,b) = a = min(a,b).
La propriété (22) est immédiate en utilisant (21); pour x;<x9 <bonaxyTb<xyTb
d'apres (1), et X1 Tb = x5 T b est impossible car sinon
T(X1 Tb,b) = X1 = T(X2 Tb,b) = X9.

p ition 10
Si la norme triangulaire T admet un générateur additif f alors 'opérateur 1
associé & T est défini par

1 sia2b
a‘cb={ 1
f(f(a) - f(b)) sia<b

Rappelons qu'une norme triangulaire admettant un générateur additif f est définie
par

T(a,b) = f-1)(f(a) + f(b))
ou f est une application continue strictement décroissante de ]0,1] sur [0,+e<[ ou de
[0,1] sur [0,1].

Dans le premier cas T est dite stricte et D =f 1, dans le deuxi¢me cas T est dite
non stricte et

D) = {fl(x) si xe [0,1]
0 six>1

T admettant un générateur additif f vérifie la condition (5) donc
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T(a T b,b) = min(a,b) = f-1)(f(a 1 b) + f(b))

Pour 0<a<b, f-Df(atb) +fd)) =a=0

donc f1) =1 et a tb = £1(f(a) - f(b)).

Poura=0,b>0, si T est stricte on a encore, en posant f(0) = +oo et f'1(+oo) =0
0 tb =f1(f(0) - f(b))

Si T n'est pas stricte
fC1((0 © b) + £(b)) = 0 implique £(0 Tb) + f(b) = 1

clest a dire 0 Tb < £1(1 - £(b)).

Si on pose f~ 1(l-f(b)) =c, ona T(c,b) =0et, en supposant 0 Tb <c,
0tb<c<TEhb)tb=01b

ce qui est impossible. Donc nécessairement 0 tb = f 1(1 - f(b)) et la proposition 10

est bien vérifiée pour tout (a,b) € 2.

6-Norme triangulaire associée a un opérateur 6.
Dans la proposition 3 a été établie une condition permettant d'associer, a toute
norme triangulaire T donnée vérifiant (4), un opérateur de maximalisation 7.
Réciproquement il est possible d'associer & un opérateur 6 vérifiant certaines
propriétés une norme triangulaire.
Soit® : 12 — Tun opérateur vérifiant pour tout a, b, c € I,
i) a<c=>a0Bb<cBb
i) aBb=1&a2b
iii) (@a®@b)0 c=@0bc)ODb
etposons aAb=inf{xe I1x0b=a}.

Proposition 11.
Si, pour tout a, b,c € I,
(aAb)Ob=2a (23)
alors A est une norme triangulaire.
Démonstration.
L'opérateur A est une norme triangulaire si, pour tout a, b, ¢ € 1, il vérifie les
cing propriétés suivantes:
(A-1) aAb=bAa
A-2) OAb=0
(A-3) 1Ab=Db
(A-4) a<c => aAb<cAb
A-5) @Ab)Ac=aA(bAc).



41

* La propriété de commutativité (A - 1) est bien vérifiée car
x0b>a & x0b)0a=1 & (x6a)0b=1 < x0a=h.
* D'aprés la définition de ® ona 00 b=>0doncinf{xe I1x 68 b=0} =0, ce qui
démontre (A - 2).
* De méme, puisque {x€ [1x0b=1} ={xIx2b},
1Ab=inf{xe IlxO8b=1}=b.
* Sia<calors
{xIx0b=2a}o{xIx0b2c}etinf{xe [IxOb2a} <inf{xe IIxOb=c},
ce qui démontre (A - 4).
*PosonsEj ={xe Ilx8c2aAb} et Ey={xe Ilx0a=bAic).
Pour établir (A - 5) il suffit de montrer que E| = Ej.
xe E| & x8c2alb = (x0c)0a2(ahb)0a < (x6a)6c2(bra)ba
et, d'aprés (23),(bAa)Ba=b
dou(xBa)6c2b = x0a2bAc & xe Ey doncEy DE;.
De méme on montrerait que E D E,.
Remarque: La condition (23) est en particulier réalisée si, pour tout b € I,
l'application x — x 0 b est continue sur L.
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