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JTF°" comme categorie d'algébres pour un certain triple *

1. La catégorie de base.

€ est la catégorie ayant pour objets les (X,0) ou X est un ensemble
non vide et ¢ une application de X2 dans ] telle que o(x,y) = o(y.x) et
o(x,y) A o(y.z) < o(x,z). [Notons as(x) = o(x,x)] et ayant pour morphismes
de (X,0) dans (Y,1) les applications R de X dans Y telles que
o{R(x)] = a5(x) et 6(x,y) < H[R(x), R(y)]. Cette catégorie a été envisagée par
U.Hohle (cf. [4]) et par U.Cerruti (cf. [2]).

2. Triple considéré sur la catégorie €.

Nous allons définir un triple T = (T n,p) sur la catégorie € de la
facon suivante : (on utilisera, concernant les triples, les notations de
M.Barr, C.Wells (cf. [1]) et de Manes (cf. [5]).

Définition de T.

T(X,0) = (X*, 6*), ou X* est I'ensemble des c(i,x) avec . x « X, i & ],
i < ag(x) et c(i,x) est la classe d'équivalence de (i,x) pour I'équivalence :
(ix) ~ (jy) @i = j < o(x,y), et ou o* est I'application de (X*)? dans ]
definie par : 6*lc(i,x), c(j,y)l =i Aj ao(x,y).
En particulier : 6*[c(i,x), c(ix)] = i.

Si R est un morphisme de (X,0) dans (Y,1), T(R) est le morphisme de
(X*, 6*) dans (Y*, t*) défini par T(R)lc(i,x)] = c[i,R(x)].

11 est facile de vérifier que T est un endofoncteur de la catégorie €.
Définition de 0.

n est la transformation naturelle de 1¢ dans T définie par :
n(x o)lx] = clag(x).x] (on notera plus simplement n(x) = clag(x).xl.

* N.B. Nous remercions U Hohle de nous avoir indiqué cette approche.
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Définition de |
W est la transformation naturelle de T2 dans T définie par :
k(X 0)lctj. c(ix)] = c(j,x) (on notera plus simplement plc(j, c(i,x))] = c(j,x).
On vérifie aisément la commutativité des diagrammes suivants :

T3 Pe o T2 T, n__ > T2 T) T
Tip) pooet B
M 3
T2 s T T
’L

3. Catégorie de Kleisli associée.

Soit € (T) la catégorie de Kleisli associée.

€ (T) a pour objets ceux de €. Les morphismes de (X,0) vers (Y1)
sont ceux, au sens de €, de (X,0) vers (Y*, 1%), avec la clone-composition
(notée o) : o= p7T(y) o (morphisme composé, au sens de €. de py, et
T(w)). Donc, si ¢(x) = c(i,y), et si y(y) = c(j,z), alors : (y o 9)(x) = c(i,z).

PROPOSITION 1.
€ (T) est isomorphe a la catégorie JTF de D.Ponasse (cf. [6]).

Preuve.
(a). Soit F le foncteur de €(T) dans JTF défini par : F(X,0) = (X,0).

Si pest un € (T)-morphisme de (X,0) dans (Y1), F(¢) est la relation
de X vers Y définie par : x F(¢) y & ¢(x) = clag(x), yl.

11 est facile de voir que c'est un morphisme (au sens de D.Ponasse),
et que F(y o ¢) = F(y) o F(¢), ce dernier composé étant pris au sens de JTF.

D'abord, si ¢(x) = c(i,y), alors y « F(¢) x.
Six F(¢)yetx F(9) vy, o(x,x') <o*[fx), o(x')] <1(yy)
Si x F(¢) v et ag(x) < 1(y.z), 9(x) = clag(x), z], et x F(¢) z.

D'autre part, si x F(y o ¢) z, il existe un élément y de Y tel que :
o(x) = c(i,y) et y(y) = c(j.z) ; alors : x F(¢) y et y F(y) z, et donc :
x F(y) F(¢) z ; et, si x F(§) v, y F(y) z*, ag(x) < p(z,2"), (¥ 0 9)(X) = c(i,z"), et
comme c(i,z*) = c(i,z), (W o 9)(x) = c(i,z).
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(b). On définit un foncteur G de JTF dans €(T) par : G(X.0) - (X,0).

Si S est un morphisme, au sens de D.Ponasse, de (X,0) dans (Y.1),
G(S) est le morphisme, au sens de €(T), défini par G(S) (x) - clag(x), yl.
ou x Sy. Cela a bien un sens, car si x Sy et x Sy, clag(x), yl = clag(x). vl

11 est facile de voir que G(S) est bien un morphisme de (X,0) dans
(Y.1), au sens de €(T), puisque :
xSyetx Sy = o(xx) sogx) raglx) atlyy’) = T*lclag(x).yl clog(x')y’l.

D'autre part, si TS est le composé de S avec T au sens de D.Ponasse,
G(TS) (x) - clag(x), z], ou x TS z ; alors que : G(T) 0 G(S) (x) = clag(x), 2'],

ouxSyetyTz" On voit facilement que c'est la méme chose.

(F,G) définit un isomorphisme de catégorie entre €(T) et JTF.

4. Catégorie des algébres associées a ce triple

PROPOSITION 2.

‘?T. catégorie des algébres associées au triple T, est isomorphe a la
categorie JTF*°,

Une T-algébre est un [(X,0), &}, ou :
(1). & estun morphisme de (X*, 6*) dans (X,0) ;
donc : oftlc(i,x)], tlc(ix)]] = i, et iAjac(xy) <oltlc(ix)], Elciy)ll
(2). On ale diagramme commutatif suivant :

X D > X*

\\.N

.

§ donc : ¢lclay(x), x]] = x.
N

(3). On ale diagramme commutatif suivant :

T(%)
X+ > X+
By l ¢ donc : ¢lclk, tlc(i,x) = &lc(k,x)].
X+ >




§0

Un T-homomorphisme R de ((X.,0), §) dans ((Y;1), n) est un
morphisme de (X,6) dans (Y1) tel que le diagramme suivant soit
commutatif :

T(R)

+

x+

> Y
4 l n donc : Ritlc(i,x)]} = nlcli, R(x)11.
;Y

R

Preuve de la proposition 2.

(a). Soit M le foncteur de JTF™" dans €T deéifni par :
M(X,0) = [(X,0), &l, ou : &lc(ix)] = x| ;. ce qui a un sens, car :
c(ix) = c(iy) =>x|j - y|; M(R) =R,

(b). Soit N le foncteur de €T dans JTF** défini par :

Ni(X,0), ] = (X,0). C'est bien un objet de JTF**, car :

o(x,y) = 0g(x) = agly) = clag(x), x] = clagly), y)i=......

tlclag(x), xl = tlclag(y). vl =x =y,

et d'autre part si X e X, i < ay(x), ety = &lc(ix)] :

agly) = oftle(ix)], &lclix)] = iet:

o(y x) = oltlc(i,x)], tlclag(x), xlll 2 i A ag(x) = i, et en fait o(y x) = i.

(c). Il est clair que (M ,N) définit un isomorphisme de catégories entre
€T et JTF".

Remarque.
Si [(X,0), t] est une T-algébre, nécessairement : Elc(ix)] = x|;.
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