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1-Introduction

I désignant le segment [0,1], soient X = {x{,Xp,....X,} et Y={y1,y2,...,yp}

deux ensembiles finis non vides, F(X) = {A: X > [} etF(Y)={B:Y — I} les
familles d'ensemble flous sur X et Y, F(YxX) I'ensemble des relations floues sur

YxX.
Considérons 1'équation de relation floue
RoA=B (1)
ol "o" désigne une composition max-norme triangulaire et oi Ae F(X) et Be F(Y)
sont donnés. R étant 1'inconnue dans 1'équation (1), on désigne par
EM,T) = {R | RoA=B, R € F(YxX)}

I'ensemble des solutions de 1'équation (1), qui est aussi équivalente au systeéme
max T(R(y;x)),A(x)) = B(yy)
XjEX (2)
;€Y
en notant T une norme triangulaire quelconque.
Pour simplifier I'écriture, on écrira aussi Ijj pour R(yi,x_i) » &j pour A(Xj) , by
pour B(y;). On pose J = {1,2,...,n} , K = {1,2,...,p}. Ainsi la relation floue R sera
représentée par une pxn matrice (rij), A et B par des matrices colonnes (aj) et (b, tA

désignera la transposée de la matrice A.
Na été établi dans [1] et [2] les résultats suivants:

Pour que 'ensemble E(M,T) soit non vide, il faut que:
Vi € K, b, <max a; 3
jeJ
La condition (3) est suffisante si, pour tout bel, 'application x—T(x,b)
est continue sur I.

Propositi

Soit T une norme triangulaire telle que, pour tout be I, I'application
x — T(x,b) soit continue sur 1.
Alors, il existe un opérateur T de 12 dans I tel que T(a T b,b) = min (a,b)

Cet opérateur T sera aussi appelé dans la suite opérateur de maximalisation
associé a '\I" car ([2]), si EOMM,T) n'est pas vide, E(M,T) contient une solution
maximale R =B @)!A.

1 siazb

Par exemple, si T(a,b) =ab, atb=<a
v si a<b



87
On se propose ici de remplacer 1a conorme "max" dans la composition "o" par une
conorme triangulaire quelconque S: cette composition conorme-norme triangulaires,
qui sera notée "x", permettra de déterminer des relations de causalité R qui, agissant

sur A, ont pour effet B; en particulier dans des cas ott E(M,T) est vide.
La propriété€ d'associativité d'une conorme permet de noter

S(S(x1,x2).x3) = S(x1,5(x,x3)) par S(x1,X3,X3)
et, plus généralement
S(...S(S(8(xy:X5),X3),Xy),...,X ) par S(X,,X,,...,X,) oupar S (xj)
jet
Avec ces conventions d'écriture, 1'équation :
R«A=B C))
ou R est I'inconnue, est équivalente au systéme
{ S (T(rij,aj))= b,
jel
i=K

®)

2- Existence de solutions

On désigne par E(S,T) = {R | RxA = B,R € F(YxX)} I'ensemble des solutions
de 1'équation (4).

Théortme 1

Pour que I'ensemble E(S,T) soit non vide, il faut que
VieK, b,< S (aj) (6)
je¥
La condition (6) est suffisante si S et T vérifient respectivement les deux
conditions suivantes:

(i) 'application S:(x,y) — S(x,y) est continue sur 12, a
(ii) I'application x —T(x,b) est continue sur I pour tout b de I 8)

La condition (6) est nécessaire car si R=(rij) est un élément de E(S,T),on a
T( rij,aj) < a et b,= S (T( T8 NS (aj)
jeJ jeJ
Si la condition de continuité (7) est vérifiée, alors l'application
(tyt,--osty) = S (t)) estcontinue de I" sur I donc,
jeJ

Vie K, il existe (t;;,t,....t;,) < (a;,85,...,8,) telque § (1) =b,
j

De plus, si la condition (8) est vérifiée, la fonction x — T(x,aj) est une

application continue de [0,1] sur [O,aj] , donc il existe Tj5€ [0,1] tel que T(rij,a.j)=tij.
Donc si les conditions (6), (7), (8) sont vérifiées, I'ensemble E(S,T) n'est pas
vide.
Remargue 1. En remplagant dans le théoré¢me 1 1'inégalité (6) par une inégalité plus
restrictive, la condition de continuité (7) peut é}re supprimée.
Posons J1(i)={je JIb; < 8 }, on a le résultat suivant:
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Théoréme 2

Pour que l'ensemble E(S,T) soit non vide, il suffit que
DViek, J1()#D

ii) I'application x — T(x,b) est continue sur I pour tout b de L.

Soit k(i) un élément de J; (i) supposé non vide; puisque T vérifie la condition (8) elle

admet un opérateur de maximalisation T telle que T(bt a,a) = min(b,a)
Posons

r;=0 sij#k)

Vie K, { )
L) = D T ag)

{T(rij,aj) =0 si j # k(i)
ors .
donc S (T(r ) = S(O b,) = b,
ce qui montre que la relation R définie par (9) est solution de (4).
Corollaire
Sii) Vie K,J1()# 9D

ii) l'application x — T(x,b) est continue sur I pour tout b € I
alors, quelles que soient les conormes triangulaires S et S/,

ES,T) nES,T) 2D

car la relation R définie par (9) appartient a2 E(S,T) et E(S',T).

Dans le cas ot 1a conorme S admet un générateur additif g, 1'énoncé
du théoréme 1 peut également étre modifié.

Soit S une conorme triangulaire admettant un générateur additif g. Pour
que l'ensemble E(S,T) soit non vide, il faut que

VieK, gb)<X g@) (10)
jel

Cette condition est suffisante si T vérifie la propriété (8).

OnaS(aj,a) = g('l)(g(al) +g(ap)) ol g('l) désigne la pseudo-inverse de g.

Premier cas: si S est stricte, ¢! Sa dire si g est une application strictement croissante
de [0,1] sur [0,+<<[, alors g(' =g et

S(a;,85525) = S(S(a;8,),84) = g7 (2(a))+8(a)+2(ay))

dod S(a)=¢ (Eg(a)) (1)(Zg(aj))

jelJ jeJ jeJ
Deuxiéme cas : si S n'est pas stricte, c'est & dire si % cst une application strictement

croissante et continue de [0,1] sur [0,1], alors g\~ 1 sur [O,1[ et g - =1 sur
[1,400[ et

S(ay8ya,) = g™ {g(g('l)(g(a1)+g(a2)))+g(a3)}
= gV (gla)+g(a)+e(ay) sigla)+gay) <1
=1=g"(gla+e(a,)+g(ay)) si gla,)+g(ay) > 1

et, plus généralement, S (a) g( 1)(2 g(a))
jeJ jeJ
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Dans les deux cas, puisque g est croissante,
b,< S (aj) implique g(b,) < Z g(aj) car g(']"—--g'1 ou, sinon, g(b) <1< 2 g(aj).
Ij:{:ondition ©6) impliquefei; condition (10). J
Réciproquement, si (10) est vérifié alors, puisque g(‘l) est croissante,
£ = b <g (X g(a,-)) =S
Si S admet un générateur additi? Jg les conileiiions (6) et (10) sont équivalentes

dong, si T vérifie la condition (8) et S 1a condition (10), E(S,T) # &, puisque S est
continue.

Remarque 3 Les deux conditions introduites dans la démonstration du théoréme 1

{ S (tij) =b,
jeJ
(t;15- oty < (@5...58))

montrent que si (4) a une solution, alors, en général, celle-ci n'est pas unique, car le
choix des tj n'est pas unique, et a fortiori celui des Ljj définis par tjj = T(rij,aj).

3 Comparaisons de solutions

Deux conormes triangulaires S' et S" sont comparables si

V (x,y) € I2, S'(x,y) < S"(x,y).
De méme pour deux relations R' et R" de F(YxX)

Soient S, S',S" trois conormes comparables telles que $'<S<S", S
étant continue, et soit T une norme triangulaire vérifiant la condition de
continuité (8).

S'il existe deux éléments R' et R" de E(S',T) et E(S",T) respectivement,

tels que R"< R/, alors il existe R € E(S,T) tel que R" <R <R".
Posons T(rij,aj) =t T(fij,aj) = tlj :

i »
r;j s r;j = tu < t;j (<a)
Ona b;= §'(t;)=S"(t;) et, puisque S'S<S",
jeJ jet
S (t;) SS" (1) = b,
j€eJ jel

j
S (t;) 2 S'(t;) =b,
jel jeJ
donc b; € [ S (). S (tij)]
jeJ jel
et, puisque S est continue, il existe tjj € [t"ij,t'ij] tel que S(tij) =b;.

De plus, la fonction x — T(x,aj) est une application continue de [0,1] sur [O,a.j];
donc, puisque tij < 3, il existe Tjj € [0,1] tel que T(rij,aj)=tij et puisque
T(r"ij,aj)ST(rij,aj)ﬂ (r'ij ,aj), on peut choisir Iy tel que r"ierier'ij; ce qui démontre
la proposition.
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Exemple 1 La fonction x— gB(x)= -In( 1-x[5) engendre, pour B>0, la conorme
triangulaire S(x,y) = (xB+yB-xByB)1/ B

telle que, par exemple, Sy(x,y) <Sj(x,y) <Sjp(x.y)

Soit 'A=(0.6 0.4 0.5, B=(0. 748), T(x,y)—mm(x,y)

LY

L'équation RoA=B, ol "o" représente 1'opération max-min, n'a pas de solution car
b>max a;; mais I'équation R«A=B a des solutions pour les compositions S,-min,
S{-min et Sl/z-min car

g,(b) = 0,82 < Z £x(a) =0,91
J_
3

g,(b) =138 < 2,1 g,(a)=2,12
J=

gp®=2 < _Zl g1p(@)=3,72
J=

Parexemple, Ry = (0.7 0.5 0.425) € E(Sy,min)

Rip= (036 025 0.105) € E(Sy/p,min)
On vérifie que E(S{,min) contient des éléments compris entre Ry et Ry /2 par
exemple Ry = (0.5 0.4 0.16).

Remarque 4. Dans le cas out S(a,b)=max(a,b) et ol 1a norme triangulaire T admet un
opérateur de maximalisation 1, I'ensemble E(M,T) des solutions de 1'équation (1)
contient un €lément maximal unique R et des solutions minimales R, (cf. [1] et [2]).

Cette structure particuliere de I'ensemble E(M,T) n'existe plus, en général, pour
I'ensemble E(S,T).

Exemple 2
Soit 'A=(0.5 0.5 0.5 B=(0.6),
S(x,y)=x+y-xy et T(x,y)=xy

EM,T)=J car b=0.6 > max 3 =0.5

mais E(S,T) # @ car $(0.5,0.5,0.5)=0.875 > b
R=(a b c) est un élément de E(S,T) si 4a+4b+4c-2ab-2ac-2bc+abc=4,8 (10"

Parexemple, R=(1 0,4 0)e EGS,T).

Soit R'= (a"'b’ ¢') un autre élément de E(S,T): puisque a', b' et ¢’ sont liés parla
relation (10" il est impossible de trouverici R'>R ou R' <R; si par exemple a2a
et b'2b, nécessairement c'<c.

Deux éléments quelconques de E(S,T) ne sont pas comparables et E(S,T) ne
contient ni élément maximal, ni élément minimal.
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4- Résolution de I'équation (4)

Parmi les solutions de (4), on pourra choisir R en fonction d'un critére donné,
par exemple, choisir 'une des solutions qui fournit ([3][4][5]):
p:n
1
- une énergie E(R) maximale avec E(R) = — 2. (),
Hi=1

f étant une application croissante de [0,1] sur [0,1] telle que £f(0) =0, f(1) = 1
1

- ou une entropie H(R) minimale avec HR) = f’_nz A(ry,
. i, J

1
A étant une application croissante sur [0,-2-] telle que A(x)=A(1-x), A(0)=A(1)=0
-ou tout autre critére de choix en fonction de la spécificité du probleme considéré.

Ainsi, dans 'exemple 2, en choisissant f(x) = x sur [0,1] et A(X) = x sur
[0,1/2], E(S,T) contient un élément d'énergie maximale
R1=(0.5264 0.5264 0.5264) avec E(R}) =0.5264
et six éléments d'entropie minimale
Ry=(1 0.4 0) etles cinq autres relations obtenues par permutation des éléments
de Ry avec H(Rp) = 2/15.

On se propose ici de donner un algorithme de calcul d'une solution de (4), sans
s'imposer une contrainte de choix.

) Détermination d'un €lé e E(S.T
On veut déterminer une solution R du systéme
(S(a)2b;
S (t;) = b, jed
j i
{J‘J ob {% = TTpa)
;<9 S est continue
(T admet un opérateur t

*) SiJ(i) # D quel que soit ie K, alors il existe un j(i) tel que aj(i)Zbi et

{tij =0 sij#@) {ri,- =0 sij#j)
on pose b et
ba)=0; I =0 T 8
eton abien S ) = SQ0,t;i:)=b;
jeJ
*¥) S'il existe i € K tel que J, (i) = &, c'est a dire si max b, > max a;

ieK jeJ

puisque S(aj,0,...,0)=aj<b; et S(ap,ay,.. .ap)2bj, il existe
q € [2,n] N IN tel que
S(al,...,aq_l,O,...,O) < bi et S(al,...,aq_l,aq,O,...,O) 2 bi
Si S(ay,.. .,aq,O,.. .0)=b;, une solution est donnée par
rij = bi T aj pour 1<5j<q
{rij =0 pour j>q
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Si S(ay,.. .,aq,O,. .-;0) > b; posons, pour simplifier 1'écriture,

S(a,,..., q-1%:05...,0)= 8( S (a).x)=s(x)

1<j<q-1
on a s(0)<bi<s(aq) et, par raison de continuité, il existe x* e ]O,aq[ tel que
s(x*) =b; (11)

L'équation (11) peut étre résolue de maniére approchée, par exemple par une
méthode de dichotomie: on définit une suite (xp,,) par xg=0, X1=4g, x2=aq/2, et ainsi
de suite. Les itérations sont arrétées lorsque | s(x)) - bjl< € et on pose x*=x,,,.

Une solution de I'équation (4) est alors donnée par

= bi'l:aj =1 sij<g-1

. = X*
La=X*1a
;=0 sij>q

Exemple3 !'A=(0.2 0.7 0.3 04), B=(0.8)
Sx,y)=x+y-xy, T(x,y)=xy

S(ay,ap) =0.76, S(aj,ap,a3) = 0.832 > b=0.8 donc E(S,T) #2
etonpose  s(x) = S(aj,a,x,0) = $(0.76,x).

Par la méthode de dichotomie précédente, avec € = 10‘3, on obtient
x* € Jx10.xg[ =10.1669 , 0.1675[

donc x*=0.167 et x* T a3=0.167/0.3= 0.557

Une solution de (4) est donnée par
R=(1 1 0557 0)

Dans le cas ot la conorme triangulaire S admet un générateur additif g et ou T
vérifie la condition de continuité (8), on peut déterminer une solution de (4) par la
résolution du systéme

n
IECRRELY (12)
J=
t; = T(r;;a) < a; (13)
ie K
Si on pose 2 7‘1- =1
jeJ !
alors (12) est vérifié.

Pour que (13) soit vérifi€ il suffit que g(tij) < g(aj), puisque g est croissante,
c'est & dire que
g(aj)
lijg(bi) <g@) ou }.ij < FO)

(on peut supposer g(b;) # 0, car si b;=0 il existe la solution évidente rij=0 pour

tout je J ).
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11 est possible de déterminer n coefficients }“ij tels que

g(aj)
2%: 1 et A <—=
car la condition (10) du théoréme 3 étant vérifiée,

1
g(_bx)?e:] g(aj) 21
D'apres (14), tj; = gl A4;8(by) et on peut choisir
L = g‘1( 7\.1.] gt 3; car T( ot B, )=min( o,B )

Exemple4 'A =(0.5 0.5 B=(0.6 0.7)
S(x,y) = x+y-xy , g(x) = -In(1-x)
T(x,y) =xy, g (x) = 1-e*

XTy=x/y six<y, lsixy
g, gy
v _ L) _ In(0,5) = 0756
gby) gby) In(0,4)

g@) 8@) 1In©0,5)
OV CYRBT(V6) Rt

On peut, par exemple choisir xij = 1/2 pour tout (i,j) et, puisque

A
1-(1-b) ¥
T. = ———————.

b .
a.l

on obtient la solution R =(
5-Conclusion

0,735 0,735
0,905 0,905)

L'utilisation de la composition S-T au lieu de la composition M-T (ol M désigne
la conorme triangulaire max), indépendamment du fait qu'elle peut étre susceptible
de fournir des solutions 2 une équation de relation floue lorsque 1'ensemble des
solutions est vide avec la composition M-T, semble moins intéressante car
I'ensemble des solutions E(S,T) n'a pas la structure remarquable de 1'ensemble
EMM,T) qui, sous réserve d'une hypothese sur T, contient une solution maximale,
des solutions minimales et une solution remarquable ([1] et [2]) qui permettent de
définir tous ses éléments.

De plus la résolution de (4) est moins aisée que la résolution de (1).

Mais le choix d'une conorme triangulaire S autre que M peut se justifier par le
critére de décision que 'on veut privilégier: les égalités
M(tij) = S (tij) =b,
jel jel
montrent, puisque M < S, que le choix de M, s'il est possible, est plus judicieux si
on recherche des relations d'énergie maximale.
Par contre, le choix de S pourra fournir des solutions d'entropie plus petite, ainsi
que le montre I'exemple suivant.
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Considérons les équations RoA =B et R«A =B avec
A= (0’2 ) B = (0.4)

0,6
a 3
T (a,b)=— avec a= T (norme triangulaire de Dubois-Prade)
o max(a,b,0)
S(a,b) = min (1,a+b).
1 sia=1

Pour T 2]) atb=
our T, ona([2]) at {%max(b,a) sia<b

et E(M,T) a pour élément maximal R = B@A = (1 0.5) et pour élément minimal
unique R = (0 0.5). «

Ainsi tout élément R =(r; ry) de E(M,T) vérifie R<R < ﬁ doncR =(r; 0.5)
avec r1€[0,1].

En utilisant la fonction A définie au paragraphe 4, on constate que tout élément de
E(M,T) a une entropie supérieure ou égale a 0.25.

La conorme triangulaire S ayant pour générateur additif g(x)=x on obtient, en

appliquant la méthode du paragraphe 4-b, des éléments de E(S,T) de la forme
(r1,1p) avec

r=(0.41)) 102 , 1)=(0.44,) 106 , A +Ay=1.

Par exemple, pour 7\.1 = 7&2 = (.5 on obtient 1'élément R = (1 0.25) de E(S,T),
d'entropie 0.125 plus faible que I'entropie d'un élément quelconque de E(M,T).
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