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Introduction

La structure de dioide, & mi-chemin entre les treillis et I'algébre
linéaire, semble fondamentale pour ['étude Kﬂe certains problémes trés
analogues entre eux dans des domaines aussi divers que réseaux de Pétri,
analyse convexe, graphes, systémes a événements discrets, et théorie des
automates. On montre ici que cette structure a été également étudiée en
théorie des ensembles flous ol elle semble jduer (parfois sous une forme
affaiblie) un réle tout aussi fondamental que dans les disciplines évoquées
plus haut. Ce lien n'a pas encore été vraiment reconnu, & notre connaissance,
en ce sens que pour la plupart des participants au séminaire "Algébres
Exotiques et Systdémes a Evénements Discrets” auquel cette note fait suite,
les ensembles flous sont des objets non seulement exotiques, mais peut étre
d'un intérét douteux, et que par ailleurs, de par le cloisonnement des
disciplines, la plupart des résultats algébriques obtenus en théorie des
ensembles flous, 'ont été sans référence A la théorie des dioides. Cette note
cherche a favoriser une reconnaissance mutuelle. Son propos reste modeste
elle se borne a fournir les éléments de base qul justifient le rapprochement
entre ensembles flous et dioides, a indiquer briévement la nature des
résultats obtenus quant aux équations de relations floues, aux
sous-ensembles flous "propres”, et aux algébres de matrices floues, ainsi que
les domaines ou ces résultats sont effectlvemem appliqués. Cette note n'est
que l'esquisse d'un article de synthése plus consistant & venir, et laissera le
lecteur sur sa faim. Il est invité & se reporter i la bibliographie jointe.

Remarques et bibliographie en marge du Séminair} "Algébres Exotiques et
Systémes & Evénements Discrets”, 3-4 juin 1987, C.N.E.T., Issy les Moulineaux.
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1. Algébres d'ensembles fious

Gondran et Minoux (1982) indiquent‘que le treillis Booléen et le
treillis distributif sont des dioides. L'archét pe du treillis Booléen est
I'ensemble des parties d'un ensemble. Un exemple de treillis distributif est
I'ensemble des parties floues d'un ensemble muni d'une union et d'une
intersection basée sur le maximum et le minimum dans lintervalle unité. Un
ensemble flou A, dans sa forme la plus abstraitg (hormis le plongement dans
une catégorie) est associé a une fonction d'appartenance p, d'un ensemble U

dans un treillis L (Goguen, 1967). La fonction uy sert a trier les éléments de

U pour les ordonner selon leur degré d'appartenance & A. U est dit référentiel
et L ensemble de valuation. En général L possédé un plus petit lément € et un
plus grand élément e, € désignant la non- appartenance et e l'appartenance
totale. Les opérations v (sup.) et A (inf.) du ftreillis sont récupérées pour
définir l'union et l'intersection d'ensembles flous

Ha b B(U) = HA(U) v Ra(U) (1)
Ha 0 B(U) = RaU) A k(u) (2)

Une premiére remarque importante, c'est que I'ensemble LY des fonctions de U
dans L a la méme structure que L. Si L est un treillis distributif, I'ensemble
des parties floues de U en est un, et en particulier c'est un dioide. Un exemple
de treillis distributif est (L, v, A) = ([0,1], max, min). On obtient alors les
ensembles flous originellement proposés par Zadeh (1965), & condition que
I'on ajoute une opération de complémentation, définie par Zadeh comme suit:

Hac(u) = 1 - pa(u) (3)

Avec cette opération, I'ensemble des parties floues posséde toutes les
propriétés de l'algébre de Boole sauf celle du tiers exclu (A u A% U) et de la
non contradiction (A n A® =% ). Max et min sont d'ailleurs les geules
operations permettant de conserver autant de propriétés a l'algébre des
ensembies flous. On notera que (3) n'est pas une vraie complémentation
c'est une pseudo-complémentation seulement car min(1 - a , a) # 0, et max(1
-a, a)#1). En consequence, ([01] ,max,min,1-.) n'‘est pas une algébre
"intuitioniste“ de Heyting. Dans les algébres de Heyting on définit la négation
a partir du sup ou de l'inf du treillis distributif, soit

Viel, -A=V{ezeL:aar=¢g} (4)

Cette négation n'est pas involutive, contrairement & (3), et appliquée au cas
([0,1], max, min) elle donne la compiémentation
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oAU =1 s pa(u) =0

=0 sinon ()

Les ensembles flous "intuitionistes" sont étudiés par Takeuti et Titani
(1984).

La notion de négation ou de complémentation au sens d'un treillis
n'existe pas en théorie des dioides, du moins de|fagon directe. En effet (4) est
un cas particulier d'opération de résiduation dans un treillis, opération qui
joue un réle fondamental pour résoudre des équations sur un dioide. La
complémentation involutive est fortement liéea I'existence d'un plus grand et
d'un plus petit élément dans le treillis, alors que les dioides habituellement
considérés ((R, max, +), etc...) n'ont pas recours & cette propriété.

Dans le cadre de la théorie des ensembles flous valués sur [0,1], on
a progressé dans la caractérisation d'opérations d'union et d'intersection
autres que le maximum et le minimum. On a retenu les propriétés suivantes
de lintersection :

- commutativité
- associativité
-UnA=A vu,e [0,1]U

-@nA=0 Ve [0,1Y

Si on définit us , g Par pp * g OoU * est une opération sur [0,1], ([0,1], *) est un
semi-groupe commutatif dont I'élément neutrée est 1 et 0 un élément
absorbant. De plus on supposera que * est croissante au sens large
selon chaque argument. En effet si pp(u) 2 pa(u’), pgl(u) 2 pg(u’) on
trouvera naturel que pp , glU) 2 pp o g(U). Muni de ces propriétés = s'avére
étre une norme triangulaire ou t-norme, opération inventée par Menger en
1942, pour définir une inégalité triangulaire en géométrie stochastique. On
démontre que toutes les normes triangulaires continues se construisent par

isomorphisme, ou somme ordinale) & partir de l'une des trois normes
triangulaires fondamentales (voir Schweizer et Sklar, 1983):

- *+ = produit (normes triangulajres strictement monotones)

-a*xb=max(0,a+b-1) (nornhes nilpotentes)

-a* b = min (c'est la plus grande des normes triangulaires,
et la seule qui soit idempotente.)

Dualement, les unions d'ensembles flous sont gﬁnéralisées par les co-normes
triangulaires L telles que ([0,1], L) est un semi groupe commutatif, croissant

au sens large, d'élément neutre 0, et d'élément absorbant 1. Les trois co-
normes fondamentales sont
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-al b=a+b-ab (co-normes|strictement montones)
-al b=min(a + b, 1) (co-normes nilpotentes)
-al b = max(a, b) (la plus petite, la seule idempotente.)

La complémentation involutive d'enseh’nbles flous n'est pas réduite
a (3) ; n'importe quelle bijection ¢ : [0,1] — [0},1], involutive, et strictement
décroissante (caractérisée par Trillas, 1979) en |fournit un modéle.

Les co-normes et les normes triangulaires s'échangent par une
compiémentation involutive ¢, car si * est jne norme triangulaire, alors
c(c(.) * c(.)) est une co-norme et Lé.G.I.DLQ.QLLﬂ.ED.QD.tT C'est une transposition dans
[0,1] des lois de De Morgan (A u B)¢ = A®n BC.‘Les triplets (L, *, c) ou L et *
s'échangent par ¢ sont appelés triplets de De Morgan et sont étudiés pour
leurs propriétés mathématiques (Esteva & Quintiliana,1987). Pour plus de

détails sur les opérations ensemblistes floues voir Dubois et Prade (1980,
1985). |

Il est clair que généralement ([0,1], L, *) n'est pas un dioide. La co-
norme qui joue le réle d'addition a bien toutes| les propriétés du @ dans le
dioide ; la t-norme qui joue le rdéle de multiplication, a toutes les propriétés
de l'opération ® du dioide, sauf la distributivité sur * ([0,1], L, *) est donc une
structure plus générale que le dioide, si ce n'est que * est commutatif. Cette
propriété est une conséquence de l'associativité sur R, en général (voir
Aczel, 1967). Pour retrouver un dioide, il faudrait trouver toutes les paires
(*,1) ou = est distributif sur L. C'est le cas si L| = maximum, quelque soit le
choix de la norme triangulaire *. On notera que rien n'interdit de faire jouer le
réle d'addition a4 la norme triangulaire, et celle de multiplication & la
co-norme. On obtient alors un dioide dés qu%a 1 est distributif sur %, par
exemple * = min pour tout L. Néanmoins les couples (max(0, a + b - 1),
min(1, a + b)), (ab, a + b - ab) qui forment chacun avec (3) des triplets de De
Morgan ne fournissent pas de dioide. Le premier couple est tel que (3) est

vraie complémentation contrairement au second. De plus A n A=A AuA=A
dans les deux cas. ‘

Notons que toutes les paires (max, min), (a + b - ab, ab), (min(a +
b,1), max(0, a + b - 1)) satisfont l'identité

a*b=a+b-alb (6)

fondamentale pour le calcul symbolique de @uninghame-Green (1980) en
algébre (max, +). Les solutions de (6) dans le cadre des normes triangulaires
ont été trouvées par Frank (1979), sous la forme d'une famille unique
paramétrée de normes triangulaires et de sa duale au sens de De Morgan. Ce
résultat s'applique directement & la recherche d'une opération * qui
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généralise la définition de l'indépendance d'événements en probabilité, c'est a

dire telle que Prob(A n B) = Prob(A) * Prob(B) pour deux événements A et B
fixés (Dubois, 1986).

2. Equations matricielles en théorie des ensembles flous

Une matrice M(m x n) a coefficients }dans L sert & modéliser des
relations floues R, qui sont des sous-ensembles flous d'un produit cartésien

UxV d'ensembles finis a m et n éléments respectivement. Le terme m; de la

matrice est interprété comme lintensité p (u,v) du lien entre ue U
R\Yir Y i

et vje V. Une relation floue généralise une correspondance, et donc une
fonction. i

Etant donné deux relations floues R et S définies sur U x V et V x
W, on definit la relation floue T = R o S sur U x W par I'équation :

Vuj, Wi, (W) = V(RR(UV) A (VW) 7)
veV

Cette opération généralise la composition des dorrespondances aux relations
floues. |

Sanchez (1976, 1977) a étudié la résblution de l'équation
T=RoQ 8)

connaissant T ,et soit R soit Q, sur un treillis distributif de Brouwer-Heyting.
La résolution de ces équations sur une telle structure s'avére trés analogue a
celle d'équations linéaires sur une algébre (max, +), telles qu'en résoud
Cuninghame-Green (1976). La solution de (8), quand elle existe n'est pas
unique. En fait I'ensemble des solutions forrile un sup demi-treillis dont
I'élément maximal est construit a partir d'une opération de résiduation dans
L, soit — telle que f

a—-b=sup{A|asrr<b} ‘ (9)
et la plus grande solution Q* de (8) s'écrit

PQ*(V’W)U:'j\ HR(U,V) - pr(u,w) (10)

Il est clair que (4) est un cas particulier de (9), avec b = ¢.

Les plus petites solutions ont aussi été étudiées par Sanchez
(1977). 1l est clair que (8-10) s'applique direcjement au dioide ([0,1], max,
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min). Ces résultats ont été généralisés aux dioides ([0,1], max, *) ol * est une
t-norme continue par Pedrycz (1983). Voir Di Nola et coll. (1984) pour un
article de synthése assez complet sur le sujet. Quand a * b = max(0, a + b - 1)
on est trés proche des équations résolues par Cuninghame-Green (1976).

Le probléme des vecteurs propres a été étudié par Sanchez (1978,
1981) qui s'est concentré sur des algorithmes efficaces pour leur obtention,
dans le cas du dioide ([0,1], max, min). Un vecteur propre d'une relation floue
R sur U x U est un ensemble flou A tel que

AoR=A (11)

appelé ensemble flou propre. Une caractérisation de ces vecteurs propres est

fournie par Cao (1982). Ces travaux sont proches de ceux de Gondran (1976)
qui considére le dioide (R +, min, max) et des matrices dont la diagonale est
nulle (le terme i-j de la matrice est la distance entre u; et u € U).

Les matrices & coefficients dans| [0,1], qui modélisent des
relations floues ont été étudiées par Santos (1968,1972) dans le cadre de la
théorie des automates valués, sur le dioide ([0,1], max, min). Son étude a
porté sur la transposition de notions d'algébre linéaire telles que la notion de
base. Il a également étudié le dioide ([0,1], max, produit) avec la méme
optique (Santos, 1972a). Son but est de définir I'analogue des automates
probabilistes sur des algébres exotiques, et d'étudier les problémes
classiques de réalisation minimale. Plus récemment Kim et Roush (1980) ont
également étudié les matrices sur ([0,1], max, min) avec une vision de type
algébre linéaire; ils étudient non seulement la| notion de base, mais aussi
celles de rang, d'inversion, de régularité et de formes asymptotique (étude du
comportement de la suite des puissances d'une matrice). Voir aussi Kim et
Roush (1987) pour un article de synthdse bibliographique et des applications
en coloration de graphe. |

La structure ([0,1], max, min) a éﬁé considérée de fagon plus
abstraite par Cao (1983) sous le nom d'algébre incline (voir aussi le livre de
Cao, Kim et Roush (1985)). Une algébre incline est une structure (L, V, x) ou
(L, V) est sup-demi-treillis, (L, x) est un semi-groupe commutatif, x est
distributif sur V et Va, be L, a V(a x b) = a. Le terme "incline" est justifié
par cette derniére propriété qui dit que la 1mu|tiplication fait chuter les
éléments du treillis (a x b < a au sens de l'ordre induit par V). On a donc ici un
cas particulier de dioide quand l'algébre incline contient des éléments
neutres pour V et x. En effet on démontre que |I'élément neutre de V (le plus
petit élément du treillis) est absorbant pour x. L'algébre incline geneéralise
les structures ([0,1], max, t-norme) mais adussi l'algébre (max, +) de
Cuninghame-Green (1979) restreinte aux réels %gatifs ou nuls. Cao (1986) a
résolu des équations aux vecteurs propres sur une algébre incline.



3. Applications

On passe rapidement en revue, ici, les applications qui utilisent
explicitement la structure algébrique des opérations ensemblistes floues.

3.1. Diagnostic

Dans le cadre de modéles causaux "désordres-symptémes” la
résolution d'équations de relations floues s'utilise directement pour calculer
l'ensemble des désordres expliquant un ensemble (flou) donné de symptémes,
connaissant l'effet de chaque désordre. Formellement si U est I'ensemble des
désordres (maladies, pannes, ...), V I'ensemble des symptémes, la relation
floue R sur U x V évalue la causalité liant les éléments de U & ceux de V. En
particulier pur(u,v) traduit a quel point on est certain d'observer le symptéme

v en présence du désordre u. Pour certains auteurs c'est encore un degré
d'intensité de présence. Ayant observé la présenbe plus ou moins affirmée des
symptémes, ce qui se décrit & l'aide d'un sous-ensemble flou B sur V, on peut
avoir de linformation sur les désordres qui sont A l'origine de ces symptémes
en résolvant I'équation de relation floue sur un dioide ([0,1], max, *) ol * est
une t-norme

XoR=8B (12)

Si une solution X existe elle n'est pas unique. La plus grande solution (au sens
du demi-treillis engendré par ([0,1], max)) est ['ensemble maximal des
désordres qui expliquent fout B. L'ensemble des solutions possede
éventuellement plusieurs plus petites solutions, chacune représentant un
sous-ensemble minimal de désordres capables d'expliquer tout B. Si (12) n'a
pas de solution, on n'est pas capable d'expliqubr tous les symptémes, mais
seulement une partie d'entre eux.

Cette méthode qui généralise une technique booléenne déja connue
fournit un modeéle assez grossier, qualitatif, de diagnostic permettant de
prendre en compte des paramétres difficiles & quantifier (dans le cas d'un
systdéme physique : fumée, odeur caractéristique|..). Elle permet de fournir une
premiére idée de diagnostic, a affiner ensuite par d'autres techniques. Voir
par exemple Sanchez (1977) pour l'application de ces techniques au
diagnostic medical, Tsukamoto (1979) au diagnostic de pannes, et Asse et
col. (1987) a la surveillance des grands systemes.

3.2, Rai matit en Inteli ticiell

Les régles d'un systéme expert, de la forme "si X € A alors Y € B"
peuvent se comprendre comme la spécification incompléte d'une relation
reliant X & Y. Autrement dit 3R sur U x V, ou U est le domaine de X et V celui
de Y, tel que
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AoRgB (13)

ot Ao R={v]|3ue A, uRv} dans le cas non flou. On a ici le probléeme inverse
du diagnostic. L"expert" fournit A et B et le probléme d'acquisition de
connaissance consiste a trouver R. |l est clair qu'on s'intéresse a la plus
grande (au sens de l'inclusion) solution R afin d'éviter toute sélection
arbitraire. C'est le principe d'imprécision maximale. Cette approche reste
valable quand A et B sont des ensembles flous. On est alors amené a résoudre
I'équation (13) sur le dioide ([0,1], max, *) ou * est une t-norme, & partir de la
donnée d'une régie floue (par exemple "si la taille d'un homme est glevée
alors son poids est lourd"). Voir plus de détails dans Dubois et Prade (1985),
chapitre 4. La plus grande solution R*, telle que VR solution de (13), ur+ 2 KR,
existe et est unique. Elle dépend de la t-norme choisie. Elle est de la forme
LR* = LA KB OU — est l'opération de résiduation du dioide considere,

formellement donnée par I' équation (9).

N.B. L'opération — est toujours une implication logique au sens d'une logique
multivalente; a—0 est toujours une négation intuitioniste. Il est naturel que,
modélisant des régles "si... alors", on retrouve des implications.

Plus généralement on doit résoudre le probléme de synthése de
connaissances dans le cas de plusieurs régles "si X € A;jalors Y € B"i=1,n"

soit résoudre le systéme
A'OR£B| i=1,n (14)

Si Ry est la solution de I'équation i, la splution R* du systeme est
telle que PR« = Minj_{ p KR;+, quelle que soit la t-norme *.

Quand on veut traiter un fait de la forme X € A°, on est amené a
calculer B = A" o R tel que la conclusion soit Y e B’. C'est le modus ponens

généralisé, inventé par Zadeh. La forme modus tollens (connaissant Y déduire
X) existe aussi.

Cette approche a été effectivement utilisée en pratique dans les
systémes experts tels que SPII (Lebailly,Martin{Clouaire et Prade, 1987) voir
Dubois et Prade (1985) pour une bibliographie plus compléte, et Dubois et col.
(1987) pour une référence a jour sur la question.

3.3. Commande de procede et systémes flous

L'approche décrite ci-dessus a été proposée, dans ses grandes
lignes, trés t6t par Zadeh (1973), et appliquée dés 1975 a des procédeés
industriels (fours & ciment, machines a vapeur,...) sous une forme plus
empirique et rudimentaire que celle décrite au paragraphe précédent. On
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modélise le comportement d'un contréleur humain sous la forme de réegles
floues de la forme "si <observations> alors <commande>" sur le dioide
([0,1], max, min), en choisissant comme solution de (14) g = max;

min(ua;. L) Cette approche renverse complétementla méthodologie

classique de l'automatique (modélisation du systéeme - contréie du modele)
pour adopter une démarche de type intelligence artificielle "modélisation du
contréleur humain - contréle du processus réel”".

Voir Mamdani (1977) pour un rapport sur la méthode, et Sugeno
(1985) pour un panorama des applications de cette approche, qui pour étre
simpliste, n'en est pas moins trés efficace en pratique. Les japonais
l'utilisent parfois pour commander des métros et des engins, de préférence a
la technique classique P.1.D.. On peut utiliser cette approche pour décrire des
systemes a partir d'observations, qui peuvent étre qualitatives, sur leur
comportement entrée/sortie. Voir Pedrycz (1981) pour une discussion des
problémes de prédiction, sensibilité, identification et stabilité dans ce cadre
de modélisation. Un systéme flou est un bon exemple de modéle défini sur une
algébre exotique, au méme titre que les systémes & événement discrets
(Cohen et col., 1987).

Conclusion

La théorie des ensembles flous et sas applications est un terrain
propice au développement et a l'utilisation de la théorie des dioides. D'autres
applications qui pourraient étre développées concernent les algébres de
chemins dans les graphes valués par des nombres flous (cf. Dubois, 1983 ;
Dubois et Prade, 1980, page 249). Ce type de structure serait utile pour
calculer les performances de systémes a événement discrets dont la
description est entdchée d'imprécision. Une autre application pourrait étre la
physique qualitative (De Kieer et Brown, 1984) qui est basée sur un dioide
trés simple et dont l'extension floue semble naturelle (cf. D'Ambrosio, 1987).
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