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INTRODUCTION D'UN SEUIL
DANS LE
CALCUL DE L'INCERTITUDE
EN LOGIQUE FLOUE

D. Pacholczyk . LERI-Université de REIMS

| -~ INTRODUCTION

La logique floue([ 2 ], [ 4 ) peut étre utilisée pour représenter 1a
connaissance incertaine. A toute proposition p, on peut faire
correspondre une mesure de confiance m(p) €[0,1]. Dans ce qui suit, on
suppose que la connaissance se compose:

- d'une part, de faits incertains p ayant une mesure de confiance m (p ),
- et d'autre part, de régles r du type:
si <conditions> alors m(r ) <conclusions >, m(r) étant la mesure
de confiance associée a larégler.

L'exploitation de 1a connaissance exige de définir des opérateurs
vérifiant les propriétés des opérations de conjonction et de disjonction. On
a besoin en particulier:

- d'évaluer la mesure de confiance de 1a partie prémisse d'une régle,
- de définir une fonction de propagation de la certitude sur les conclusions,
- et de combiner les évaluations de plusieurs régles.

Le probléme du renforcement de la certitude pour les informations
provenant d'origines différentes ( plusieurs regles ) est alors posé. Le
renforcement systématique peut conduire a une information ayant une
mesure de confiance voisine de 1 a partir d'informations ayant une mesure
de confiance assez faible ( voisine de 0.25 par exemple et en utilisant
l'opérateur X + y - x ¥y ) Dans de nombreux cas ( en particulier en
médecine), i1 semble plus naturel de l'accepter seulement a partir d'un
certain seuil a.

Le but de cet article est de présenter une famille d' opérateurs
permettant un renforcement de la certitude a partir d'un seuil donné a
quelconque. [l s'agit de normes et de conormes triangulaires C-duales
(T-normes et T-conormes ) particuliéres. On sait que celles-ci répondent
aux exigences des opérateurs de conjonction et de disjonction[ 3 ]
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Il - GESTION DE L'INCERTITUDE AVEC SEUIL
Il - 1 - définition d'une négation forte :

Une application C: {0, 1] > [0, 1] est une négation forte [ 3 lsi
elle vérifie les propriétés suivantes:
-N1:C(0)=1
-N2:C(C(x))=x
- N3: C est strictement décroissante sur[0, 1]
- N4: C est continue sur [0, 1)

On sait que dans ces conditions 3 tae )]0, 1[:C(a)=a En
utilisant trois valeurs O, a et 1 on peut définir une négation forte. En effet
de facon immédiate on a;

- Proposition 1: Soit a € 10,11,

1.1-a _ _.x six¢a
alors : C,(x) = d
a_  J[1-x) six>a
1-a

b

est une négation forte telle que C (a)=a

4 Cy(x)
1.0

5.
N
e,

Cp(b)=b
Ca (a)=a \
Cpx) SN

Ca (%) %

—» X
ab x 1.0

- _Remarque 1: Onretrouve pour a = 0,5 Co.s (X)=1-x
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- Remarque 2. Pour une négation forte C quelconque, C, est une

approximation d'ordre 1 de Csur [0, a]et[a, 1t ]ouaest I'unique point tel
queC(a)=a

-Remarque 3. VYae]0o,!1[ ona x2a<===C (x)<a

Si x est une mesure de confiance attachée a un fait p, a peut étre
interprété comme un seuil a partir duguel 1a mesure de confiance en non p
devient inférieure au seuil a.

-Remargue 4 Sia<b alors Cu(x)<Cy(x).

Ains1 pour un fait p, 1a mesure de confiance en sa négation croit avec
le seuil.

- Remarque S: D'aprés la définition de Ca:

si 0<a<0,5 alors 0s(l—x)-Ca(x)s(l-a)—Ca(a)
et si 0,5¢a<t alors 0<Cy(x) -(1-x)¢<Cy(a)-(1-a)

|1 en résulte que:

si 0<a<0,5 alors 2%¥ag¢x+C,(x)< 1
et si 0,5¢a<1 alors 1sx+Ca(x)52*a.

Il - 2 - Valeur de vérité d'une proposition:

En général, a toute proposition p on associe une valeur de vérité
combinant les mesures de confiance m(p) et m(non p). On peut proposer 1'un
des choix suivants:

IH-2-a
_m(p)+Cg (m(non p))
2

Va ()

- Remargue 6. En utilisant les résuitats donnés dans la remarque 5 on
obtient:

Sia€l05,1[ alors 1 < vy(p)+vy(nonp) ¢ 2%a
etsiae]0,05[ alors 2%¥a < v,(p)+vy(nonp) < 1.

et pour a=05 on retrouve : va(p)=0,5*(m(p)+ f-m(nonp))
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H-2-b

(1-a)y*m(p)+Ca(@*m(non p))
2

v:,i(p)=

Dans ce cas, pour tout fait q sa mesure de confiance m ( q ) est
telleque a*m (g)<a Onobtient alorsCy(a*m(q))=1-(1-a *m(Q).
On en déduit que:
1+ (1-a)*[ m(p) - m(non p)]
Via(p) =

)

2
et Vaelo,1[,vy(p)+v,y(nonp)=1,

Il -3 - T-conorme avec seuil:

Une application S: [ O, 1] - [0, t ] est une T-conorme si et
seulement si elle vérifie les propriétés suivantes:

-C1:S(1,1)=1

-C2:5(0,p)=5S(p,0)=p
-C3:5(p,q)=5(q,p)

-C4 Si(pgcr)et(gg¢syalorsS(p,q)<S(r,s)
-C5:S(p,S(q,r))=S(S(p,q),r)

- Remarque 7. On sait que toute T-conorme S verifie:
max(p,q)<S(p,q)

Montrons qu'a partir d'une T-conorme S quelconque, on peut définir
une nouvelle T-conorme 3, renforgant la certitude a partir dun seuil

quelconque ae 1O, 1 [

-Proposition 2:
Si ae ]0,1{ et S est une T-conorme quelconque

Alors max(x,y) six<aouy<a

Sa (x,y) =
S(x,y) sixxaety2a

est une T-conorme
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- Onvérifie de fagon immédiate les conditions Ct1, C2 et C3.
- Etablissons la propriété C4.

-Si{r<a)ou(s<a)alors(p<a)ou(gc<a) Dans ces conditions:
Salp,q)=max(p,ql<max(r,s)=35,(r,s)

-Si(r2a)et(s2a) alorsSa(r,s)=S(r,s).Pardéfimtion de
S, et compte-tenu de 1a remarque 7, Sa(p,q) <S(p,q)Seétant

une T-conorme, 1a proriété C4donne S(p, q)<S(r, s) Finalement,
onobtient:Sa(p,q)sS(p,q)sS(r,s)=Sa(r,s).

- Pour établir C5, on peut envisager les différents cas possibles.

p<ajlgcalr<al S[a,r) | Sap.S¢a, ™) | Salp, @) | SS4p, @), 1)

0 0 o | Max(q,r) | Max(p,Max(q,r)) | Max(p,q) |Max(Max(p,q),r)

0 0 n r r Max(p,q) r

0 n 0 q q q q

0 n n S(q,r) S(q,r) q S(q,r)

n 0 o | Max(q,r) p p p

n 0 n r S(p,r) p S(p,r)

n n 0 q S(p,q) S(p,q) S(p,q)

n n n S(q,r) S(p,S(q,r) S(p,q) S(S(p,),r)
-Remarque 8: Etant donné que Sa(x,y)2max(x,y), S, ne renforce 1a

certitude qu'a partir du seuil a pour S = max ( T-conorme de Zadeh ).

-Remarque 9: Quand a -> 1, on retrouve le max, et quanda->0onas.

- Exemple 1. On peut ainsi construire 12 T-conorme Sa:

max( x,y)

Sp(x,y) =

X+ty-x%*y

si

si

X<aouy<a

Xx2aety2a

En prenant a = 0.5, on ne renforce 1a mesure de confiance que pour des

informations au moins "moyennement” possibles.
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Il - 3 - définition d’'une T-norme Ca—duale de Sa:
Pour définir cette T-norme établissons les résuitats suivants:
- Proposition 3:

Soit ( S, T ) un couple de T-conorme et T-norme duales.
Pour la négation forte C, précédemment définie on a:

CalS(Cq(x),CalyN] = l?a *T( ;a *y, l;a *y)

pour x<aetyg¢a

En effet, dans ces conditions C, (x)2aetC, (y)2a CommeS
est une T-conorme S(C, (x), Cy(y))2max(Cy (x),C (y))2a Par
définition de Caona

a
Cal S G0 ,C) 1= (1= SCC),C4) ).
1 -a
Comme SetTsontdualesT(a,b)=1-S(1-a,!1-Db)enremplagant
C, (x)et C,(y)par leurs valeurs on obtient Te résultat propose.

- Proposition 4: Max et min sont Ca—duales.
D'apres 1a propriété N3 ona: C; (max (C, (x), Cy (y))=min(x,y)

Dans ces conditions, on obtient Ta la T-norme Ca-duale de Sa comme-suit:

- Proposition 5:

Soientae]O,t[et (S, T) uncouple de T-conorme et
T-norme duales.

Pour 5, et C, définis précédemment, prenons:

—'—f—-—a——*T( ‘;a*x, I;a %y ) six<aety<a
Ta(Xx,y)=

min(x,y)six>aouy>a

.

Alors Tga est une T-norme
S, et T, sont C,-duales
S, et T, sont duales quand a = 0.5.
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En effet, il résulte des propositions 3 et 4 que;
Ta(x,y)=Ca(S(Ca(x),Ca(y)).

S, étant une T-conorme [ 3 ], on en déduit que T, est la T-norme
telle que S, et T, soient C,-duales.

-Remarque 10: Sia=0.5 on trouve comme T-norme T 5 duale de S s
T(x,y) six<05ety<05

To_s(X,Y)=
min(x,y) six>050uy»>05

- Exemplez: A Sa , définie dans 1'exemple 1, correspond :
1 -a

*xy si xs<aey<a
a
T,(x,y)=

min(x,y) si x>a ouy> a

L

Pour a = 0.5, on retrouve la T-norme x y et la T- conorme
probabilistes x +y - x *y.

Il - 4 - calcul de l'incertitude:

On peut utiliser ces opérateurs pour gérer l'incertitude dans une
base de connaissances composées de faits et de regles. Un seuil a étant
choisi, on peut définir une négation forte Ca et un couple ( Sa , Ta ) de

T-conorme et T-norme Ca—duales. ’:3a peut étre utilisée pour contrdler le

renforcement de la certitude d'informations provenant de plusieurs régles.
Pour chague régle, l1a certitude de sa partie prémisse et la fonction de

propagation de la certitude sur ses conclusions peuvent étre calculés 2
I'aide de Ta-

De tels opérateurs ont été introduits dans SEQUI [ 1 ], un systéme
expert pour le traitement de questionnaires incertains. Le couple ( Sa , Ta)

choisi a été obtenu a partir des opérateurs probabilistes( exemples 1 et 2).
Les résultats obtenus sont trés satisfaisants.
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111 - CONCLUSION

La negation forte C, choisie permet de définir une famille de
T-normes et T-conormes C,-duales( a partir de tout couple de T-normes et

T-conormes duales ) pour laguelle le renforcement de la certitude ne
s'effectue qu'a partir du seuil a choisi.
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