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LES RELATIONS TOTALEMENT FLOUES SELON JTF C (premiére partie)

§ 1 - INTRODUCTION.

. Soit € wune catégorie ayant des produits finis. On appelle
relation de A vers B (A et B étant des objets de &) tout mor-
phisme R D-B—* A x B de codomaine A x B. Si P, et P, sont les
morphismes de projection de A x B sur A et B, se donner p revient

a se donner < PP PyP >. Une relation de A vers B est donc un

diagramme R —2 5 A tel que le morphisme < u,v > de R vers A x B

v

4
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soit un monomorphisme. En particulier, tout diagramme R >—— A ou u

v
!
B

est un monomorphisme est une relation de A vers B, que l'on dit &tre

un morphisme partiel de A dans B dont R est le domaine de défini-

tion.

Soit € une catégorie. On dit qu'un monomorphisme A L 38
est un monomorphisme fort (on notera A 552 5 B)  (cf. par exemple
Wyler, ou Pénon : [4]) si pour tout diagramme A2 B ou £

L
C —D
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s . . . . . t
est un épimorphisme, il existe un morphisme D ——— A tel que mt =8

et tf = a.

Soit € une catégorie ayant des produits finis. On appelle rela-

tion forte de A vers B toute relation R D:>——E——» AXB ol p est

ur. monomorphisme fort.

En particulier, tout diagramme R >o—¥ 5 A ol u est un mono-

‘ v
}

morphisme fort est une relation forte de A vers B, que 1'on dit €étre

un morphisme partiel fort de A dans B de domaine de définition R.

(B. Dans un topos élémentaire, on peut classer les monomorphismes (cf.

par exemple Goldblatt : [1]).

Wyler et Pénon (cf. [4]) appellent guasi-topos une catégorie fini-
ment compléte, finiment cocompléte, localement cartésiennement close
(c'est-a~dire pour .tout objet A de cette catégorie €, la catégorie L/A

[dont les objets sont les morphismes M —— A de € de codomaine A,

et ayant pour morphismes de M —— A vers N -8, A tout morphisme

o .
M ——> N de € tel que go = f] a des exponentielles), et ayant un

classificateur de monomorphismes forts.

Dans un topos élémentaire, on peut également classer les morphismes

partiels :
~ WB ~
pour tout objet B, il existe un objet B et un morphisme B — B

tels que, pour tout morphisme partiel R o—2 5 A (cf. par exemple

lv 13 Goldblatt : [11).
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Dans un quasi topos, on peut classer les morphismes partiels forts :

~

c'est-a-dire que pour tout objet B, il existe un objet B et un morphisme

"B

B —=— B tels que, pour tout morphisme partiel fort R So— A
allant vers B, etc.... i v

B

On montre (cf. Pénon : [4]) qu'une catégorie est un quasi topos
si et seulement si elle est finiment compléte, finiment cocomplete,
cartésiennement close (c'est-a-dire qu'elle a des exponentielles), et si

on y peut classer les morphismes partiels forts.

. Pour étudier les ensembles totalement flous au sens de G.Blanc

(avec comme ensembles des valeurs d'appartenance et d'égalité un treillis
de Heyting complet J), D.Ponasse a introduit (cf. [2]) la catégorie JTF.
Dans divers articles (cf. [3]), nous avons construit la catégorie JTF"C
équivalente 2 JTF et plus maniable et nous avons étudié les propriétés.
Essentiellement, JTFY®  est isomorphe a la catégorie des préfaisceaux
séparés sur J, JTFY° n'est un topos que lorsque J est un anti-ordinal,
et est de toute facon un quasi-topos au sens de Pénon (dans un récent

Busefal, nous montrons comment classer les morphismes partiels forts).

Nous nous proposons ici de voir ce que donnent dans JTFC®  les
notions catégoriques rappelées en (A) de relation et de relation forte,
afin d'obtenir un concept algébriquement solide de relation totalement
floue. La texture de quasi topos de JTF®® (et non de topos) nous améne
4 penser qu'une bonne relation totalement floue procede du concept de
relation forte : c'est pourquoi -plutdt que de parler de relations totale-

ment floues et de relations totalement floues fortes, ce qui serait mieux



en accord avec cette introduction- nous choisirons les expressions pré-

relations totalement floues et relations totalement floues.

N.B. Dans cet article, il s'agit de relations 'binaires'. On pourrait
bien slr généraliser.
N.B. Dans la suite, les notations utilisées sans rappels sont celles

de [3].

§ 2 - PRERELATIONS TOTALEMENT FLOUES. RELATIONS TOTALEMENT FLOUES.

(A) . Prérelations totalement floues.

(X,0) et (Y,t) désignent deux objets de JTF°,

PROPOSITION 1.

(1). Soit R SN (X,0) x (Y¥,1) une prérelation totalement

floue de (X,0) vers (Y,t1) [c'est-a-dire une relation de X,0)
vers (Y,T) au sens de 1'introduction]. D'aprés [3], R est & un iso-
morphisme prés une partie totalement floue de (X,0) x (Y,t) déterminée
par (Ri)J' Pour tout 1 € J, R, est une partie de X, % Y. et donc
le graphe d'une relation (au sens usuel) de Xi vers Yi que nous note-
rons encore Ri' Alors

fnl. Pour tout 1i € J, R, est une relation (usuelle) de X,

vers Y.
1

IA
=
il
=
<

i fn2. Si x € Xi’ vy € Yi’ X Ri y et ]

(2). Inversement, soit (Ri)i €3

une famille telle que fnl.
fn2. (nous dirons que c'est une préfamille naturelle de relations). Alors
il lui correspond de facon évidente une prérelation totalement floue

de (X,0) vers (Y,1).



|B). Relations totalement floues.

(X,0) et (Y,t1) désignent deux objets de JTr°.

PROPOSITION 2.

(1). Soit R D:}—Q—%-(X,O) x (Y,7) une relation totalement floue

de (X,0) vers (Y¥,t) [c'est-a-dire une relation forte de (X,0) wvers
(Y,t) au sens de l'introduction]. La préfamille naturelle (Ri)J qui
lui correspond vérifie en outre :

| fn3. Si K< J, si ko =y K, si x et y sont des éléments

, de X et Y tels que pour tout k € K : xlk Rk y[k, alors on

a x| Ryl oo
0] (o] O

(2). Inversement, toute famille (R.)

i3 telle que fnil., fn2.,

et fn3. (on dira que c'est une famille naturelle de relations) détermine

de facon évidente une relation totalement floue de (X,0) vers x,1).

THEOREME 1.
(1). Soit R une prérelation totalement floue de (X,0) vers Y,t).
Définissons une application de X x Y dans J par :

S(x,y) = VikeJ/ x|y By ylk}.

Alors on a :

IA

r1)' S(x,y) A t(y,y") = S(x,y")

A

ri)" S(x,y) A o(x,x") S(x',y)

r2) S(x,v)

i

o (x) A o ¥).

(2). Soit S wune application de X X Y dans J vérifiant r1)’,

r1)" et r2).

Définissons, pour tout i € J, une relation Ri de Xi vers Yi

par : si x € X, ety € Yi’ X Ri y <= S(x,y) 2 i. Alors (Ri)J est une



famille naturelle de relations.

(3). Partons d'une application S de X x Y dans J vérifiant
r1)', r1)" et r2). (2) permet de lui associer une relation totalement
floue R de (X,0) vers (Y,7). Alors, l'application de X x Y dans J

associée selon (1) & R est précisément S.

(4). Partons d'une prérelation totalement floue R de (X,0)
vers (Y,t). Soit S 1'application de X x Y dans J associée selon m
et R la relation totalement floue de (X,0) vers (Y,T) associée a S
selon (1).

Alors R est 1l'enveloppe forte -dans (X,0) x (Y,7)- de R.

Commentaires.

(a). Il y a donc correspondance bijective entre les relations
totalement floues de (X,0) vers (Y,7) et les applications de X x Y
dans J vérifiant r1)', r1)" et r2). Nous emploierons la méme lettre
pour désigner la relation totalement floue R et 1'application S de
X x Y dans J qui lui correspond. Nous appellerons également relation
totalement floue de (X,0) vers (Y,t) toute application de X X Y
dans J vérifiant 1r1)', r1)" et r2). On retrouve la notion de relation

utilisée par N.Blanchard et U.HShle (cf. [5D).

(b). Le fait que JTF°® ne soit qu'un quasi-topos —et pas vrai-
ment un topos— donne qu'une prérelation totalement floue n'est pas déter-
minée par une relation au sens de N.Blanchard et U.Hoéhle. Seule, son
enveloppe forte est ainsi déterminée. C'est en ce sens que 1'on peut dire

.- . . . . foYe}
que le flou lui-méme des relations se trouve internalisé dans JTF .



§ 3 - RELATIONS TOTALEMENT FLOUES REMARQUABLES.

N.B. Désormais, il s'agit de relations totalement floues de (X,0)

[c'est—a~-dire de (X,0) vers (X,o0)].

THEOREME 2.
Soit R une relation totalement floue sur (X,0) associée a la

famille naturelle (Ri)J'

(a). 11 y a équivalence entre :

* le morphisme diagonal (X,0) 5L (X,0) x (X,0) se factorise
. 8] (o]0
3 travers R »>—— (X,0) x (X,0) (dans JTIF ).

* Pour chaque 1 € J, Ri est une relation réflexive.

*V x, x'" € X : R(x,x") 2 o(x,x")

\"%

*V x € X : R(x,x) 2 ao(x)

*V x € X : R(x,x) ao(x).

(b). I1 y a équivalence entre :

* R o—ts (X,0) x (X,0) se factorise a travers le morphisme

de symétrie (X,0) x (X,0) —Z (X,0) x (X,0) défini par le diagramme

) (X,0)
/ P1
commutatif (X,o0) x (X,0) z (dans JTF°°) .

S ——— (X,0) x (X,0)

Py
(X,0) P,

* Pour chaque 1 € J, Ri est une relation symétrique.

* ¥V x, x'" € X : R(x,x') = R(x', x).

(c). 11 y a équivalence entre :
<p,o, p26>

B 1

% Etant donné le pullback P — R , p————— (X,0) x (X,0)

L

R —— (X,0)

Py 0
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se factorise a travers R >—2 (X,0) x (X,0) (dans (JTFOO).

* Pour chaque 1i € J, Ri est une relation transitive.

*V x, x', x" € X : R(x,x") ARG, x") £ R(x,x").

D'ou les définitions évidentes de relations totalement floues
réflexives, symétriques, transitives, de préordres et d'équivalences

totalement flous.

Dans la suite de cet article, nous donnerons quelques résultats
théoriques concernant ces notions pour en montrer le caractere ad hoc,

ainsi que quelques constructions.

Une curiosité dans JTFOO.

Parmi les prérelations, il y a les morphismes partiels.

Parmi les relations (fortes),il y a les morphismes partiels forts.

Mais un morphisme partiel peut &tre une relation (forte) sans &étre
un morphisme partiel fort.

Exemple : D -—d X, ou | X

"""" K "

Y l d et f évidents.

([o,11, A)

D = ([0,1[, A)

]
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