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CLASSIFICATION DE MORPHISMES PARTIELS DANS LA CATEGORIE JTFo°
D'ENSEMBLES TOTALEMENT FLOUS

RESUME.
Nous rappelons comment on peut, dans certaines catégories, classer

les morphismes partiels.

C'est le cas dans un topos élémentaire (comme 1'ont montré KOCK
et WRAITH dans [5]), ol cette classification généralise celle des mono-

morphismes.

D.PONASSE a introduit (cf. [1]) la catégorie JTF d'ensembles
totalement flous (ayant les mémes objets que la catégorie déja introduite
par D.HIGGS, mais des morphismes plus maniables) et nous avons étudié
dans [2] une sous-catégorie pleine JTF°° de JTF équivalence a JTF et plus
commode car isomorphe & la catégorie des préfaisceaux séparés. Lorsque J
n'est pas un anti-ordinal, JTF® n'est pas un topos ; on peut toutefois
classer (cf. BUSEFAL n° 26) certains monomorphismes dits forts (en fait
tous les noyaux de paires . La construction de KOCK et WRAITH se géné-
ralise et permet de classer dans une telle catégorie certains morphismes

partiels. En fait, JTF°®  est un quasi-topos au sens de J.PENON {6].

Dans cet article, nous donnons une description précise de la

.- . oo
facon dont on peut effectuer cette classification dans JTF .



§ 1 - LE PROBLEME DE LA CLASSIFICATION DES MORPHISMES PARTIELS DANS UNE
CATEGORIE.

[]. Soient deux ensembles A et B.
Considérons les applications partielles de A dans B.
A toute application partielle f de A dans B, on peut associer
une application f de A dans BU {w} (v € B) ainsi définie :
si x € D(f) (domaine de définition de f),‘¥kx) = f(x)

si x € A - D(f) :’Ekx) = @,

I1 est clair que l'application f T est une bijection de
l'ensemble des applications partielles de A dans B dans celui des

applications de A dans B U {w}.

Mieux : si f est une application partielle de A dans B, dé-
finie sur D = D(f), f est 1l'unique application de A dans B = B U {w}

faisant un pullback du diagramme
A

l?

B

[b]. D'ol 1la définition :

W O

B

Dans une catégorie , on dit que 1l'on peut classer les morphismes
- . . - - . f\ .
partiels si, pour tout objet b, il existe un objet b et un morphisme y
p— . g
de b vers b tels que, pour tout monomorphisme d >———— a et pour
. 3 3 » . Lgrad
tout morphisme d —— b, il existe un unique morphisme f de a dans b

tel que le diagramme suivant soit un pullback :

}Q

f

T e
I Hh
oJ(————— o



Remarquons que dans une catégorie ayant un objet final 1 et
dans laquelle on peut classer les morphismes partiels, il y a nécessaire-

ment un classificateur de monomorphismes (Q =1, T =n (morphisme de

1

vérité)).

. KOCK et WRAITH ont montré (dans [5]) que dans un topos élémentaire
on peut classer les morphismes partiels
Soit € wun topos élémentaire, et soit b un objet de C.

Soient Ab =< 1b ,1b >: bo> b x b, 6b son morphisme carac-
téristique : b x b — Q, {}b :t b — Qb 1'adjoint exponentiel de §
<{} ,1 > :b > Qb x b, h son morphisme caractéristique

b’ b
b r, 1 b b Vg .
8 Xb—0, h :Q —Q 1'adjoint exponentiel de h. b est le

"' Qb — Qb 1'adjoint exponentiel de h. b est le noyau de la paire

b’

rh1 _
Q > Q et Yy est 1'unique morphisme de b vers b rendant com-

1Qb re
h
mutatif le diagramme b > Qb > Qb
T o
Q
n
b {}b
b
La construction précédente donne, dans le cas de la catégorie des
ensembles

B ={{x}/ x € B} U {g}
si x € B, nB(x) = {x}, ce qui revient & un isomorphisme prés

a ce qui est dit dans [a].



§ 2 - LE PROBLEME DE LA CLASSIFICATION DES MORPHISMES PARTIELS DANS JTF °.

la]. La catégorie JTF°°.

D.PONASSE a introduit (dans [1]) une catégorie JTF d'ensembles
totalement flous dont les objrts sont ceux qu'utilisait déja D.HIGGS (i1
s'agit en gros de parler d'ensembles pour lesquels soient modulées a la
fois les notions d'appartenance et d'égalité, et pas seulement la notion
d'appartenance comme c'est le cas dans la théorie classique des ensembles
flous), mais dont les morphismes sont plus maniables, tout en étant assez

naturels.

Dans [2], afin d'étudier plus commodément cette catégorie JTF,
nous avons montré qu'elle est équivalente a une de ses sous—catégories
. 0o . . ~ .
pleines : JTF dont les morphismes apparaissent comme des etre gradues.
. e 00 . s . . fe . .
En fait, JTF est isomorphe a la catégorie des préfaisceaux separes

sur J, avec comme morphismes les transformations naturelles.

Dans [2] et [3], nous avons étudié JTF® : lorsque J est un
anti-ordinal, c'est un topos. Sinon, il n'y a pas moyen de classer tous
les monomorphismes, mais on peut néamoins classer tous les noyaux de pai-
res. Nous avons montré comment, et caractérisé les monomorphismes forts,
c'est-a-dire ceux qui sont des noyaux de paires, & la fois de diverses
fagons catégoriques (ce sont par exemple les monomorphismes réguliers)

et en utilisant le tissu méme de JTFOO.



Eﬂ. La classification des morphismes partiels dans JTF .

On a la résultat suivant :

THEQREME.

Pour tout objet b de JTFOO, il existe un objet b et un

—
morphisme b de b wvers b tels que, pour tout monomor-

. g . f
phisme fort d >»>—— a et pour tout morphisme d —— b,

il existe un unique morphisme T faisant un pullback du dia-

&
d
b

gramme suivant : oD—
c'est—-a-dire que 1'on peut classer certains morphismes partiels

T

o—

f
_

"y

de a vers b, intuitivement ceux dont le domaine de défini—

gt g g e 2 e R P e P e e e e e e e S e e e e

tion est un sous-objet fort de a.

On pourrait montrer ce théoréme en reprenant la construction de KOCK

et WRAITH.

Nous allons plutdt donner une preuve directe, dont 1'intérét sera

. e . - 00
de décrire précisément les choses au seln meme de JTF .

Eﬂ. Preuve directe du théoréme précédent et description précise de cette

clasification.

* Notations utilisées.

Le treillis des valeurs d'appartenance J est un treillis de

Heyting complet.

P oo . cqs 2
Pour la définition exacte de JTF , pour les notations utilisées
. . 0o .
concernant les objets et les morphismes de JTF ~, ailnsl que pour la carac-

‘s . o . s
térisation dans JTF © des morphismes forts, nous renvoyons a J.COULOQON,



J.L. COULON, ([3] ; Busefals n® 21, 23, 24).

Si bien que nous allons prouver le théoréme suivant :

THEOREME.

Pour tout objet (X,0) de JTFOO, il existe un objet (i;E)
et un morphisme n de (X,0) vers (i;a) tels que, pour toute
partie totalement floue forte D de (E,p) (objet de JTFOO)
et pour tout morphisme R de (D,Q\D)<D) vers (X,0), il
existe un unique morphisme R de (E,p) vers éi;E) faisant
un pullback du diagramme suivant

Dcee 3 (E,p)

L |7

(X,0) — (X,0)
n

et by o) o b e g e P e e e e e e e e e e

* Construction de (X,0).

Soit (X,0) un objet de JTF .

Rappelons qu'un point de (X,0) est -selon D.SCOTT- une applica-
tion d de X dans J telle que :
(Pl) d(x) A o(x,y) £ d(y)

(PZ) d(x) A d(y) = a(x,y).

A
Soit X 1'ensemble des points de (X,0).
Soit X 1'ensemble des (i,d) ou i € J et ou d est un point

A

de (X,0) tel que V x € X : d(x) i.

~ . . ~ oS P
Soit © 1l'application de X x X dans J définie par :

s((1.d), G, =iajalV i v V& — V (dx) A §(x)) (1)
X X

X

On peut montrer que (X,0) est un objet de JTF°°.



o~
L'idée qui a permis d'envisager (X,0) est celle ci : on définit

A
un objet de JTF (X,A) en posant A(d,8) = V [dx) A 8(x)] et un
X

autre (%,A) en posant N (d,8) = V ax) vV s —V [d&x) A s®]T,

X X X

et d'une facon générale, étant donné un objet (X,0) de JTF, on définit
un autre objet de JIF : (X,X) en posant T(x,y) = 0(x,x) v a(y,y) — o(x,y).
L'intérét de cette transformation dans le contexte précédent peut étre
senti en songeant a l'exemple suivant : si A et B sont deux ensembles,
si J = 2A, si f et g sont deux applications partielles de A dans B
ayant pour domaine de définition respectifs D(f) et D(g), si

o(f,g) = {a €A/ a€D(), at D(g), f(a) = g(a)}, Z(f,g) apparait com—
me 1'ensemble des points de A en lesquels ou bien ni f ni g ne sont

définies, ou bien f et g prennent la méme valeur :

$(f,g) = [A - D(E) UD(g] U olf,e).

La modification apportée qui consiste 3 travailler sur des couples
~
(i,d) et non sur des points d a pour but d'obtenir un objet (X,0) qui

. . 00
goit non seulement dans JTF mais dans JTF .

* Construction de n :

Si i€J et x€X, : ni(x) = (i,dx), ou dx(y) = g(x,y).

* Construction de 'ﬁ, R étant donné.

Si e € E., 'ﬁ.(e) = (i,A ), ou A (x) = \/ [0(R.(d),x) A ple,d)]
1 1 e e 4 €D ]

(avec j = p(d,d)) (2)
L'idée est celle-ci :
si e € Di’ on doit avoir (pour que le diagramme envisagé soit commutatif)
A (x) = o(R,(e), %)
e J

si e € Ei - Di’ on réalise une approche de e par les points de D, points
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dont on tient d'autant plus compte qu'ils sont "ggaux" a e. D'ol (2).

On vérifie que R est bien un morphisme et que le diagramme
envisagé est un pullback (ce qui utilise le fait que D est un sous—ob-
jet fort de (E,p)). On montre ensuite que R est 1'unique morphisme de
(E,p) vers (Q,G) donnant un pullback (la encore, grace au fait que D

est un sous—objet fort de (E,p)).

Les preuves sont longues et fastidieuses : nous les omettons. Nous
en avons rédigé une version polycopiée disponible a 1'adresse indiquée

en téte de 1'exposé.
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