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OPERATEUR DE MINIMALISATION

POUR LA RESOLUTION D'EQUATIONS DE RELATION FLOUE
AVEC LA COMPOSITION INF-CONORME

L. BOUR™ - G. HIRSCH® - M. LAMOTTE®

1. INTRODUCTION

X et Y étant deux ensembles finis non vides, soient
F(X) = {A : X~ |[0,1]} et F(Y) = {B : Y > |0,1]} les familles d'en-
sembles flous sur X et Y, et F(Y,X) l'ensemble des relations floues
sur Y x X.

Dans un précédent article |1], nous considérions 1'équa-
tion de relation floue :

ol "o" désignait une composition sup-norme triangulaire, A et B
étant des élements de F(X) et F(Y) respectivement, et R une rela-

-~

tion floue appartenant a F(Y,X).

A et B étant donnés, l'ensemble

E={R| RoA=B, R€ F(Y,X), A € F(X), B € F(Y)}

désignait l'ensemble des solutions de 1l'équation (1) qui peut aussi
s'écrire

sup T(R(y,x),A(x)) = B(y)

x X

ol T est une norme triangulaire quelconque.

Dans la suite, I dé&signera le segment ]p,l]. Les deux pro-
positions suivantes avaient &té établies.
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Si T est un opérateur de I2 dans I et si E # @, alors,
pour que B(:DtA définisse 1'élément maximal R de E, 11 suffit que 7t

vérifie, pour tout (a,b,c) € I3, les trois conditions suivantes :

azc=>aThbh>crTtThb (2)
T(a,b) T b > a (3)
T(a T b,b) € a (4)

Un opérateur 1 vérifiant les conditions (2), (3
3 1

) et (4)
est appelé opérateur de maximalisation associé a T pour 1'

éguation (1).

Si la norme triangulaire T est archimédienne, de fonction
génératrice f, alors l'opérateur 1 défini par :

£l (£(a)-£ (b)) sia < b

1 siaz>b
est un opérateur de maximalisation associé & T pour 1l'équation (1).

De plus, d'aprés |3] et en utilisant la proposition 1, on
a également le résultat suivant :

Si T est une norme triangulaire vérifiant la condition sup-
plémentaire suivante :

¥ b € I, la fonction x # T(x,b) est continue
sur I,

alors 1'opérateur O défini par :

a on b =sup {x | T(x,b) < a}

T

est un opérateur de maximalisation pour 1l'équation (1).

Le but de cet article est de donner les résultats obtenus
de facon analogue pour le probléme dual du précédent.
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On considére 1'équation de relation floue duale de 1l'égua-
tion floue (1)

RaoA=238 (1')
ol "o" désigne une composition inf-conorme triangulaire, ol A et B
sont donnés et ol R est une relation floue inconnue. On désignera
par :

E* = {R|RaA =8, R€E€ F(Y,X), A€ F(X), B € F(Y)}
l'ensemble des solutions de (1').

En supposant E® non vide, on veut déterminer, s'il existe,
1'élément minimal de EX, c'est-ad-dire déterminer une solution R de
(1') telle qgue '

¥(y,x) € Y x X, ¥ R € EY, R(y,x) < R(y,x).

Si S désigne une conorme triangulaire quelconque, 1'équa-
tion (1') peut aussi s'écrire : -

inf |S(R(y,x) , A(x))] = B(y)
xeX
. Ainsi, dans le cas ol S est la conorme triangulaire max,
c'est-a-dire dans le cas oli @O désigne la composition min-max, on
sait que l'opérateur R, dual de 1l'opérateur de Sanchez o, défini par
asia>bd
a f b=
0 siagb
permet de définir la solution R de (1') par 1'égalité
3 t
R=8(8) A

ou ta désigne la transposée de A et ol BtA est défini par

BE® ) (v,x) = B(y) ® (") (x).

Exemple 1
si A = (0.4 0.2 0.6) , °B = (0.5 0.2), alors EX # g
car R = (OiS 067 8'3) est une solution de R o A = B ol

0O = min-max et BtA = (8.;)(0.4 0.2 0.6) = (065 065 8) = l‘i.

-
-

On vérifie gue R appartient & E® et est 1'élément minimal de ET.



71

On appellera opérateur de minimalisation pour 1l'équation
'), et on notera 0gr OU plus simplement ¢ si aucune confusion

-

(1
n'est possible, tout opérateur de I2 dans I tel que B(:DtA = R, ol
R est la solution minimale de (1') (si elle existe).

2. CONDITIONS SUFFISANTES PERMETTANT DE DEFINIR UN OPERATEUR DE
MINTIMALISATION

Pour qu'un opérateur ¢ de 12 dans I soit un opérateur de
minimalisation pour 1l'équation (1'), l'ensemble E* &tant supposé

non vide, il suffit que o vérifie, pour tout (a,b,c) appartenant a

3 . L. .
I, les trois conditions suivantes

agc=>aobgcohb (2')
S(a,b) 0 b < a (3")
S(a o b,b) > a (4")
Démonstration
t
Posons Rm = B@ A.
a) Puisque E® # 9, B = RO A et
R (v,x) = (RoA) @ ("A) (y,x) = (Rad) (v) o (*B) (x)
= inf |B(R(y,z), A(z))] o (*A) (x)
zeX
et, puisque inf|S(R(y,z),A(z))] < S(R(y,x),A(x)) quel gque soit
zE€X
x € I, d'aprés (2') on a

R (v,%) < S(R(y,%),A(x)) o ("B) (x).

b) D'aprés (3'), puisque (tA)(x) = A(x),
S(R(y,x),A(x)) o (*A) (x) ¢ Ry,x)

et donc, ¥(y,x) € Y x X, ¥ R € E¥, R (y,x) < R(y,x).
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c) Par suite, puisque S(a,b) est une fonction croissante de a,
S(R_(y,x),A(x)) = S(B(y) ¢ ("A) (x),A(x)) ¢ S(R(y,x),A(x))
et, d'aprés (4'), puisque (tA)(x) = A(X),
B(y) < S(B(y) o (*a) (x),A(x)) < S(R(y,x),A(x)).
I1 en résulte

B(y) & inf S(Rm(y,x),A(x)) < inf S(R(y,x),A(x)) = B(y)
xEeX x€X
donc :
inf S(Rm(y,x),A(x)) = (Rmcn A) (y) = B(y),
xeX

c'est-3-dire Rm e B*.

Ainsi, Rm est bien la solution minimale de (1') et Rm = R.

Soit S la conorme triangulaire duale de la norme triangu-
laire T définie par

S(a,b) =1 - T(l1-a , 1-b) ,

~

et soit T l'opérateur de maximalisation associé & T pour l'éguation
(1) . Alors, l'opérateur o défini par :

aob=1- (l-a) 1 (1-b),

est un opérateur de minimalisation associé & S pour 1l'équation (1'),
duale de 1'équation (1).

En effet : - si a ¢ ¢ alors, d'aprés (2),

(1-a) 1 (1-b) » (1-c) t (1-b)
et 1 - (1-a)t(1-b) € 1 - (l-c) T (1-b)
donc (2') est vérifiée ;

- d'aprés (3), T(l-a,l=b) 1t (1-b) > l-a

1 - (1-S(a,b)) T (1-b)
1 - T(l-a,l-b) T (1-b) £ a

donc S(a,b) o b

donc (3') est vérifiée ;

- d'aprés (4), T((l-a) T (1-b),1-b) < 1l-a

donc S(a 0 b,b) =1 - T(l-ao b, 1-b)
=1 -T((l-a) 7 (1-b),1-b) 2 a

donc (4') est vérifiée.
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3. OPERATEUR DE MINIMALISATION ASSOCIE A UNE CONORME TRIANGULAIRE
ARCHIMEDIENNE

On rappelle |2] gu'une conorme triangulaire archimédien-
ne S peut &tre définie par

s(a,b) = g™ (g(a) + g(b))

(

ot g est la fonction génératrice de S et g -1) la pseudo-inverse

de g.
S est dite stricte si g est une application continue stric-
tement croissante de [0,1| sur |0,+=| et, dans ce cas, g{(~1) = g-1,

S est dite non stricte si g est une application continue
strictement croissante de ]p,]] sur ip,l]. Dans ce cas

_l . -
g(—l)(x) _ )9 (%) si x € |0,1]

1 si x > 1

Si f est la fonction génératrice de la norme triangulaire
T duale de S, on a

S(a,b) =1 - T(l-a,1~b) , g(x) = £(1-x)
et g(—l)(x) =1 - f(—l)(x).

D'aprés la remarque 1, l'opérateur de minimalisation o
associé a S, est donné par

aogb=1-(l-a) T (1-b)
donc, d'aprés la proposition 2, si l-a < 1-b, c'est-ad-dire si a > b,

aocb=1-fY(£(1-a)-£f(1-b))
s g (a)-g (b))

i

et si a £ b, ao b =0.

Si la conorme triangulaire S est archimé&dienne, de fonc-
tion génératrice g, alors l'opérateur o défini par
-1 .
g “(g(a)-g(b)) sia>bhb
a o b =
si agb

est un opérateur de minimalisation associé & S pour 1'équation (1').
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Exemple 2
Soit Sz(a,b) = at+b - ab ; alors
g(x) = - tn(l-x) , g t(x) =1 - &%
0 si agb
et a ob= %;E cias b

0.4 0.6) , °B = (0.6 0.2) ; alors,

t 0.2
§ _ (0.5 0.7 1 ®
E” # @ car R = ( 0.4 0.6) € E et
1
3
0

o O
\_—/
It
o)

()]
td

o

4. OPERATEUR DE MINIMALISATION ASSOCIE A UNE CONORME TRIANGULAIRE
CONTINUE PAR RAPPORT A L'UN DE SES ARGUMENTS

Si S est une conorme triangulaire vérifiant la condition
supplémentaire suivante : ¥ b € I, la fonction x » S(x,b) est con-

tinue sur I ; alors 1l'opérateur BS de 12 dans I défini par

a B, b= inf{x | s(x,b) > a}

est un opérateur de minimalisation pour 1'équation (1').
En effet : - (2') est vérifiée car

a < c={x|s(x,b) > a} ;9'{x| S(x,b) > c}
donc

inf{x | S(x,b) » a} < inf{x | s(x,b) » c}
c'est-d-dire

a BS bgec BS b ;
- (3') est vérifiée car

S(a,b) B, b = inf {x [ S(x,b) » S(a,b)} < a ;
- (4') est vérifiée car, puisque la fonction

X » 5(x,b) est continue sur I,

a B, bed{x]|s(xb) »al,
c'est-3-dire

S(a BS b, b) > a.
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Si, dans la proposition 3', on supprime l'hypothése de
continuité sur I de la fonction x » S(x,b), alors 1l'élément mini-
mal de E* peut ne pas exister, méme si E* # {.

Ainsi, par exemple, dans le cas ol Q = inf.S4 (cf. ta-
bleau des résultats), la fonction x - S4(x,b) n'est pas continue

sur I et, si R est une solution de Rao A = B, l'opérateur u de 12

dans I défini par
0 si a «<b
ayb=¢a si b =20
m ol m€]0,I] sia>h

permet d'obtenir une solution de (1') minorant R ; pour cela, si
on pose Rm = B(:)tA et si Rm(yi’xj) =m, il suffit de choisir
m < R(yi,xj).

Mais 1'ensemble E® des solutions n'admet pas d'élément
minimal.

par exemple, si "A = (0.2 0.4 0.6) et B = (1 0.2),

(0.3 0.1 1
0 0.8 0.5

soit m € ]0,1],

alors R = ) est solution de RO A = B et, quel que

t,. _fm m m . .
B(:) A = Rm = (O 0 O) est aussi solution

de (1'). Il suffit de choisir m € ]0,0.i] pour obtenir une solu-
tion Rm < R.

Mais R n'existe pas car R, = 0 0 0 n'appartient pas
s X 0 0 0 O
a k.
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