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CLASSIFICATEUR FAIBLE DE MONOMORPHISMES
DANS LA CATEGORIE JTF°°

Nous avons vu dans [3] que la catégorie JTF°® introduite dans [1]
et [2] n'était pas un topos car, sauf dans le cas ou J est un anti-ordinal,
elle n'a pas de classificateur de monomorphismes. Le but de ce papier est
d'introduire une classe de monomorphismes pouvant étre "classés" et de
décrire comment cette classification se fait. Il pourra étre bon pour le
lecteur de comparer les résultats obtenus avec ceux que l1'on peut trouver

dans [4].

I - CLASSIFICATEUR FAIBLE DE MONOMORPHISMES DANS JTF .

Dans toute la suite J est un treillis de Heyting complet mais

n'est pas un anti-ordinal.

1 - Probléme.
. 00
On se propose de trouver une classe M de monomorphismes de JTF -,
un objet (f,w) de JTF?® et unm morphisme T:1 = (J,A) — (Q,w) tels

que :

(1). quel que soit R : (Y,1) >— (X,0) élément de M il

existe ¥ : (X,0) — (Q,w) tel que le diagramme suivant :
1

)

NS

(Y,t (Q,w) soit un pullback.

(X,0)



4

(2). Si R est un monomorphisme de (Y,T) dans (X,0) tel qu'il
existe ¥ : (X,0) — (f,w) faisant du diagramme ci-dessus un pullback,

alors R € M.

2 - Construction de l'objet (Q,w) et du morphisme de vérité T.

Sur Jz, on introduit l'équivalence suivante :
(i,a) ~ (j,B) =1 = j <o <> B.
On pose alors
0= {(,0) / (,0) €%

w((i?ﬁ), (jTB)) que 1'on note (f?a) > (j?B) =1iAjA (a0 8B).

Remarque.
11 existe un seul représentant (i,B) de (i,o) tel que B <1i.

On 1l'appelle représentant canonique de (i,a).

On définit alors un morphisme T de (J,A) dans (Q,<>) par

Ti(i) = (i,1) (dont le représentant canonique est (i,i)).

R
3 - Soit alors (Y,1) >— (X,0) un monomorphisme.

Supposons qu'il existe x : (X,0) — (2, +>) tel que le diagramme :

(J,A)
//j/////z \\\\<£\\3
P : (Y,t) Q, <)
R X

(X,0)
soit un pullback.
Posons : Im R = U RiYi

i €J

(Im R, o/ ) est un sous—objet de (X,0).

Im RxIm R



%# S1 x € ImR alors x € Im Ri et :
., = _R' = . 1 = 'N
xl(X) X; 1(y) Tl(l) (i,1)
# S1 X 4 Im R et si x € Xi’ Xi(x) = (1, ai(x)) avec ai(x) < 1i.

*
D'autre part, pour tout x € Im R,

[a¥ oV sy oV o

* . * ) *
o(x,x ) < (1, ai(x)) <~ (ao(x ),1) =1i~A ac(x ) A ai(x)
donc O(X,X*) < ai(x)

*
et o(x, Im R) = *\V/ o(x,x ) < ai(x).
X € ImR

* On peut alors voir que :

xi(x) = (itl) = x € Im R.

En effet si x € Im R, soit Z = {z € X / o(z,x) = ao(z)}.

)

Z est une section initiale de X pour 1l'ordre <5 donc (2, G/ZX 7

est un objet de JTF®C.

Le diagramme :

(J,A)

/ \
I
X
(X,0)

ot I est défini par Ii(x) = x est commutatif donc il existe

@, +)

s : (z,af ) — (Y,7) tel que RS =1 et par suite x = RiSi(x) € Im R

ZxZ
ce qui est absurde.

[ x € ImR
done si (i,1) # (1, ai(x)) donc i K ai(x).
x € Xi

Puisque ai(x) <i et que 1i<XK ai(x) c'est que ai(x) < i.

et donc : o(x, Im R) <1i.




R ,
- Soit alors (Y,T1) >— (X,0) un monomorphisme tel que

si x ¢ Im R, o(x,Im R) < ac(x).

X
11 est alors facile de vérifier que le morphisme (X,0) — (Q, <)

défini par :

si x€X., : x.(x) = (1,0, InR))
i i

est tel que le diagramme P est un pullback.

5 - Définition.
. R » I3
On dit que (Y¥,1) >— (X,0) est un monomorphisme fort si
(1). e'est un monomorphisme

(2). vx€X-ImR o(x,ImR) < ac(x).

II - UNICITE DU MORPHISME CARACTERISTIQUE D'UN MONCMORPHISME FORT.

Nous avons vu dans la premiére partie que si R est un monomor-
phisme fort, le morphisme x : (X,0) — (2, <«>) défini par :
Xi(x)= (i,0(x, Im R)) faisait du diagramme P un pullback. On dit que X
est un morphisme caractéristique de R. On va voir dans cette partie que ¥

est le seul morphisme caractéristique de R.

1 - Representation d'un morphisme allant vers (Q,<>).

. n . .
* Soit (X,0) — (2, <>) un morphisme allant vers (Q,<>). On dit

LoV oV oV W V]

que Yy : X — J est un représentant de n si : ni(x) = (1,v&)) x¢€ Xi)'

A~~~

On a vu que (i, y(x)) avait un unique élément (i, YO(X)) tel

que Yo(x) < i. Y, est dit représentant canonique de n.

* Réciproquement si vy : X — J vérifie o(x,x') < y(x) <> y(x') alors

(x.)

Dicy définie par xi(x) = (1,vx) (x € Xi) est la famille naturelle

d'un morphisme (X,0) X, @, <.



E s\z

% Si R est un monomorphisme fort, x —— o(x, Im R) est le représen-

tant canonique de Y.

- Notijon de point dans JTF°°.

I

* Definition.
On appelle point de (X,0) tout monomorphisme fort d'un sous-

-objet de 1 = (J,A) dans (X,0).

On peut remarquer que cette définition n'est pas la définitiomn
. . . . . 00 .
classique d'un point dans une catégorie mais dans JTF la notion clas-
sique de point ne présentant pas d'intérét, c'est celle-la que nous re-

tiendrons.

P
% Soit alors (Z,A) >— (X,0) wun point de (X,0).
(£ est une section initiale de J pour l'ordre habituel). Puisque P est
. . . T P P
un monomorphisme fort, il admet un morphisme caracteristique X défini

par :

OIS

Xi(x) = (1,0(x,ImP)) si x € Xi'

Posons d(x) = o(x, Im P). d est le représentant canonique
de XP. On sait déja que :
(1). o(x,x") < d(x) <> d(x")

et on montre facilement que :

(2). d(x) A dix") < o(x,x").

Réciproquement, si d : X —> J vérifie (1) et (2), d repré-

sente un morphisme n de (X,0) — (Q,<«>). En construisant le pullback
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On trouve un objet (Y,t) de JTF° sous-objet de (X,0) tel que :
Y, = xex /0 = 3E,D)={xeXx, / n;(x = (i,d) = G,D}.
Or, si x et x' sont dans Xi et si d(x) = dx') =1,

i =dx) AdiE'") <ox,x') <i donc x = x'.

Si £=1{3€J/ Yj # 0}, (£,A) et (Y,1) sont isomorphes et
d est le représentant canonique d'un morphisme caractéristique d'un point
de (X,0)

d'ou

péfinition.

On appelle point de (X,0) toute application d : X — J véri-

fiant
(. o(x,x") < d(x) <> dx")
(2). d(x) A d(x") < o(x,x").
On retrouve la notion de point utilisée par U.HOHLE dans LUS.
Exemple.
Soit X € X. L'application dX : X — J définie par
0

dX (x) = o(x,xo) est un point de (X,0) appelé point principal.
o

3 - Points d'un morphisme allant vers (Q,<>).

Définition.
n
Soit (X,0) — (, <) un morphisme allant vers (Q,<>) de
représentant canonique vy. On appellera point de 1 tout point d de

(X,0) tel que d<y.

On notera Dﬂ 1'ensemble des points de n.



THEOREME.

qui résulte du lemme suivant

o ot et e e et e =

Si x_ € X 1l existe d € Dn tel que d(xo) = Y(xo).
(ce point d est défini par : d(x) = O(x,xo) A Y(xo). La preuve est trés

simple).

4 - Unicité du morphisme caractéristique d'un monomorphisme fort.

THEOREME.
. R . -
Soit (Y¥,1) >— (X,0) un monomorphisme fort de moprhisme

caractéristique n. Alors, si x € Xi :

o ot b b e

n;x) = x;x =G, ok, InR)).

Démonstration.

Soit Yy le représentant canonique de n, D = Dn 1'ensemble

des points de n. Nous allons montrer que :

V x € X \/ d(x)

devp

o(x, Im R)

* Soit z € Im R, ] ag(z).

Puisque z € Tm R, (3, v(2) = (57D done i <y(2) <j
et par suite j = y(z)
o(x,2) < 3 = v(2)
donc o(x,z) < o(x,z) A y(2).
Oor : x — o(x,2z) A y(z) est un point de D donc

Vz € ImR o(x,z) < \V/ d(x)
devd

et donc : o(x, Im R) < \V/ d(x).
d €D



* Réciproquement, montrons que si d € D, d(x) < o(x, Im R). Définissons

0ot X2 — J par : p(x,x") = d(x) A d(x').

I1 est facile de voir que (X,p) est un objet de JTF qui véri-
fie (ii) mais qui ne vérifie pas (i).

Posons alors Z = X/ (ot x = x' &= dx) = dx")).

si x désigne la classe de x et si EK§;§') = p(x,x")

(Z,p) est un objet de JTF°°.

Définissons alors S : (Z,p) — (X,0) par : Si(gﬁ = X/i'

(cela a un sens car si x =y alors d(x)

d(y) = i donc

i=d(x) A d(y) < o(x,y) et X/i = y/i).

I1 est facile de voir que (Si)'

i€ détermine un morphisme et

que le diagramme suivant

1
(z,p) (Y,1) (Q, <)
S R
n

(X,p)

est commutatif.

Puisque 7N est un morphisme caractéristique de R, il existe
¢ : (Z,p) — (Y,1) fermant le diagramme (c'est-a-dire tel que R6 = 8),
alors si d(x) = 1 :
.(x) = x/, = R,0.(x
Sl(x) x/1 1el(x) € Im R
d(x) = 1 = o(x, x/i) < o(x, Im R)

ce qui acheéve la démonstration.
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