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DETERMINATION D'UN OPERATEUR DE MAXIMALISATION
POUR LA RESOLUTION D'EQUATIONS DE RELATION FLOUE

L. BOUR®- G. HIRSCH®™- M. LAMOTTE®

1. INTRODUCTION

Soient X et Y deux ensembles finis non vides,
F(X) = {A : X > |0,1]} et F(Y) = {B : Y > |0,1]} les familles d'en-
sembles flous sur X et Y respectivement, et F(Y x X) 1l'ensemble des
relations floues sur Y x X.

On considére 1'équation de relation floue

R o A=23B (1)

ot "," désigne une composition sup-norme triangulaire, A € F(X),
B € F(Y), R étant une relation floue appartenant a F(Y x X).

Si T désigne une norme triangulaire quelconque, 1l'équa-
tion (1) peut aussi s'écrire

sup |T(R(y,x),A(x))] = B(y)
x € X
ouy € Y.
A et B étant donnés, on considére la relation R comme
inconnue de 1l'équation (1) et on désigne par
E={R| Ro A =B, RE F(Y,X)}
l'ensemble des solutions de (1).
En supposant E non vide, on veut déterminer 1'é&lément v

maximal de E, s'il existe, c¢'est-d-dire déterminer une solution R
de (1) telle que

v
¥(y,x) € Y x X, ¥R € E, R(y,x) < R(y,x).
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Ainsi, dans le cas ou T est la norme triangulaire min,
c'est-a-dire dans le cas oll , désigne la composition max-min, on
sait [3] que l'opérateur de Sanchez o défini par

l1 siazxb
a sia-«<b
v
permet de définir la solution R de (1) par 1l'égalité

R = E;(:> ta

ol tA désigne la transposée de A et ol B(:> tA est défini par

t

8 (@) ®a) (y,x) = B(y) a FA(x)

Si on pose X = {xl,xz,...,xn} et Y = {yl,yz,...,yp}, il

sera commode, dans les exemples numériques, de représenter R par
une p X n-matrice

T Lo eveee rin
21 t22 e+ Ton
pl rp2 ..... rpn
ou rij = R(yi,xj) pour 1 €« 1< p, 1 g3 <n,

et de représenter A et B & l'aide des matrices-colonnes :

1 1
a2 b2
et
a b
n P

ol a, = A(Xi) pour 1 § 1 € n et b, = B(yi) pour 1 £ i € p.
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Exemple 1
0.2 0.4
Si o = max-min et si A =1{0.4 j, B = ) , alors :
0.6
0.6
0.1 0.5 O
E #@ car R = est une solution de R , A = B et
1 0.2 0.6
(:)t .4 1 1 0.4 v
B A = (0.2 0.4 0.6) = = R.
0.5/ D

v
On vérifie que R appartient a E et est 1'élément maximal de E.

Ainsi, 1l'opérateur de Sanchez o permet d'obtenir la so-
lution maximale de (1) dans le cas ol la composition , est la
composition max-min : o sera dit "opérateur de maximalisation"
associé a la composition , = max-min.

Dans ljﬂ sont données les propriétés de l'opérateur de
maximalisation associé a la composition sup-norme triangulaire,
et dans |3] cet opérateur est défini pour ., = sup-T dans le cas
ou :

T(a,b) = l—minil,((l—a)p + (1—b)p)1/§} , P 1.

On se propose ici, aprés avoir rappelé les conditions
suffisantes que doit vérifier l'opérateur de maximalisation, de
généraliser ce résultat et de définir un opérateur de maximalisa-
tion, qui sera noté T, associé & la composition sup-T, ol T est
une norme triangulaire quelcongue.

2. CONDITIONS SUFFISANTES PERMETTANT DE DEFINIR UN OPERATEUR DE
MAXIMALISATION

Soit 1 : |0,1] x |0,1] -~ |0,1] un opérateur : on veut
déterminer des conditions suffisantes pour que :

v
JeR R
c'est-d-dire pour que :

¥R € E, ¥(y,x) € Y x X, R(y,x) < E(y,x) = B(y) 1t "A(x).
(R o A)@ (ta) (yr%)

(R o A)(y) T (tA)(x)

sup |T(R(y,z),A(z))] © “A(x)
z € X
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donc, si l'opérateur 1 vérifie la condition

aTtTbz2ctTbsiazc (2)

alors, puisque pour tout x € X

sup |T(R(y,z),A(z))] » T|R(y,x),A(x)] ,
z € X
sup |T(R(y,z),A(z))] © FA(x) » T(R(y,x),A(x)) T CA(x)
zZ e X
De plus, pour que
T(R(y,x) ,A(xX)) T tA(X) > Ry,x) ,

il suffit que l'opérateur 1 vérifie la condition :

T(a,b) T b > a (3)
car tA(X) = A(X)
On obtient ainsi
o (t - t
(R o A) (1) (A)(y,x) = (B{1) A)(y,x) > R(y,x)

R v
donc, pour que B(I)tg définisse une relation R telle que, quel
que soit R € E, R ¢ R, il suffit que 1 vérifie les conditions
(2) et (3).
v -~
Il reste & préciser a quelle condition R appartient a E.

Soit R € E, E étant supposé& non vide ;

puisque
¥(y,x) € Y x X , R(y,X) < §(y,x)
T(R(y,x),A(x)) < T(R(y,%),A(x))
donc : sup |[T(R(y,x),A(x))] ¢ sup |[T(R(y,x),A(x))]
x € X x € X

c'est-3d-dire

Bly) € sup |[T(R(y,x),A(x))]
x € X
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Pour que R appartienne a E, il suffit que

¥(a,b) € |0,1]x|0,1], T(a T b,b) < a (4)
car alors
T(R(y,x),A(x)) = T|B(y) T "A(x),A(x)] < B(y)
puisque tA(x) = A(x), et donc

-V v
sup |T(R(y,x),A(x))] = (R o A)(y) < B(y)
x € X

v v
Finalement, B(y) € (R o A)(y) < B(y), donc R € E et 1l'on a ainsi
etabli la proposition suivante

Si 1l'opérateur t : |0,1] x |0,1] »+ |0,1] vérifie les

\'4
conditions (2), (3), (4) et si E # ¢, alors B(E)tA = R définit
1'élément maximal de E.

3. DETERMINATION DE L'OPERATEUR DE MAXIMALISATION ASSOCIE A UNE
NORME TRIANGULAIRE ARCHIMEDIENNE

On rappelle |j] qu'une norme triangulaire archimédienne
T peut étre définie par

T(a,b) = £ (£(a) + £(b))
(

ot f est la fonction génératrice de T et £ 1) la pseudo-inverse

de f.

T est dite stricte si f est une application continue
strictement décroissante de:]O,lj sur |p,+w._et, dans ce cas,

T est dite non stricte si £ est une application continue
strictement décroissante de lp,]] sur Ig,]]. Dans ce cas

-1 -
_ f ' (a) si a e |[0,1]
‘ f( 1)(a) =

0 sia>1

T stricte T non stricte
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a'! Condition pour que (4) soit vérifiéde

On a

¥(a,b) € |0,1] x |0,1], T(a Tt b,b) <b ;
donc, si b ¢ a, 1l'inégalité (4) est vérifiée quel gque soit 1l'opé-
rateur T.

On peut donc supposer a < b. L'inégalité (4) s'écrit
aussi

(-1)

£ [f(a T b) + £(b)] < a (4')

Si f(_l)]E{aTb) + f(b)] = 0 (dans le cas ol T n'est pas stricte
et od f(atb) + f£(b) > 1), alors (4') est vérifiée.
(-1) -1

Sinon, on a £ = f et, puisque f—1 est décroissante, (4')
peut aussi s'écrire

f(a 1 b) + £(b) > f(a)
c'est-d-dire
f(atb) » £(a) - £(b)
et puisque f(a) - £(b) > 0,
-1

aTbgf (f(a) - £(b)).

En conclusion, pour que

¥(a,b) € [0,1]x|0,1], T(a T b,b) < a (4)
il suffit que
v(a,b) € [0,1]x|0,1], a <b->a 1 b g £ (f(a)-£(b)) (5)
by Condition pour_que
¥(a,b) € |0,1]x|0,1], T(a v b,b) € a (4)
¥(a,b) € |[0,1]x|0,1], T(a,b) T b > a (3)

sotent vérifides simultanément

On suppose la condition (5) vérifiée ; alors (4) l'est
également.
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Pour b = 1, la relation (5) donne, pour a < 1

aTlcg f—l(f(a)) =a ,

tandis que (3) donne

T(a,l1) T 1 =a11l > a

Les relations (3) et (5) ne sont donc compatibles que si l'on a,
pour a < 1, a1 1 = f~l(f(a) - £(1)).

Plus généralement, posons, pour a < b
atb=f1(f(a) - £(b))

et vérifions qu'alors la condition (3) est satisfaite

¥(a,b) € [0,1]x|0,1], T(a,b) < b
et T(a,b) T b = £71[£(T(a,b)) - £(b)]
= £71E(£(-1) (£(a) + £(b))) - £(b)].

Si T n'est pas stricte et si f(a) + f(b) > 1, alors

eV (fa) + £(b)) = 0
et T(a,b) Tb=¢f"1 [F(0) -£f£m] =11 -£m] 2a,
car : f(a) > 1 - £(b) —> a < £ 11 - £(0)],
donc (3) est vérifiée.
si f(a) + £f(b) < 1, ou si T est stricte, TR At

T(a,b) T b = £ ' (£(a)) = a ,

donc (3) est vérifiée.
En conclusion, si on pose
atTb=¢f1(f(a) - £(b)) pour a ¢ b (6)

les relations (3) et (4) sont vérifiées.

¢) Recherche de 1 : |0,1]x|0,1] »~ |0,1] pour gque

¥(a,b) € |0,1]x|0,1], T(atb,b) < a (4)
¥(a,b) € |0,1]x|0,1], T(a,b)tb 3 a (3)
¥(a,b,c) € |0,1]x]|0,1]x|0,1], a 3 c=>atb > ctb (2)

On suppose la relation (6) vérifiée ; alors (4) et (3)
sont vérifiées et, d'aprés (6), b1 b = £1(0) = 1.
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Pour que (2) soit vérifiée, il faut en particulier que :
az>b=>atb>b1tb=1.
On est donc amené a compléter la définition en posant :
aTtTb=1sia>b.

Il est immédiat de vérifier qu'alors, la condition (2) est satis-
faite car :

sicvw a< b, f(c) - £(b) > f(a) - £(b)

et £ 1(f(c) - £(b)) < £ 1(£(a) - £(b))

c'est~&-dire : c T bgarThb

sicg¢g bga, ctbgl=arTth
si by cga,ctb=1=crT1Ta
femargue 1

On a posé&, pour a = b, atbh = f-l(f(a)—f(b)) = f—l(O) = 1.
En particulier, si T est archimédienne non stricte,
01t 0 = f_l(f(O)—f(O)) =1 ; mais si T est une t-norme archimé-
dienne stricte, f£(0) n'est pas défini.

On convient de poser encore dans ce cas, 0 1 0 =1, et

par conséquent : _
va € |[0,1], ata-=1.

En tenant compte des résultats des paragraphes 2 et 3,
on a donc établi le résultat suivant :

Soit T une norme triangulaire archimédienne de fonction

génératrice £f. _ _ _
L'opérateur 1 : |0,1]x|0,1] - |0,1], défini par :

(f(a) - f(b)) si a < b

1 si azx>b

est un opérateur de maximalisation associé a T (au sens donné par
la définition du paragraphe 1).
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Reprenons les données de l'exemple 1, avec :

T(x,y) = xy, £(x) = -¢n x et f_l(x) = %
a1 b = 1 si a=>2b
% si a < b
0.2
et soit : A =7 0.4 ], B = (8’2) .
0.6 :
E n'est pas vide car : R = (8 é 2) € E, et
2
1 1 =
- oty _ [0.4)- - 312 ¥
B T A—(O.6b(0.2 0.4 0.6) ={, ; ] |=R.

\
On vérifie que R appartient a E.

4. OPERATEUR DE MAXIMALISATION ASSOCIE A CERTAINES t-NORMES NON
ARCHIMEDIENNES

Si une norme triangulaire T est continue mais non ar-
chimédienne, ou si elle est discontinue, il est possible, dans
certains cas, en utilisant les relations (2), (3) et (4), de
construire un opérateur de maximalisation 1 associ& & cette t-
norme.,

Ainsi, T(a,b) = min(a,b) est une t-norme continue, mais
non archimédienne, n'admettant pas de générateur additif mais qui
admet, ainsi qu'il a été vu au paragraphe 1, 1l'opérateur de Sanchez
comme opérateur de maximalisation.

On a obtenu de cette maniére les résultats qui sont ré-
sumés dans le tableau ci-aprés.

Soit R une solution de R o, A = B dans le cas ou
o = Sup - T4.
Alors 1l'opérateur v : |0,1]x|0,1] » |0,1] défini par :

1 siaz>b
1

av b=4<asib

o ol o € |0,1[, si a<b

permet d'obtenir une solution majorant R : pour cela, si on pose

- € . . . -
Rw =B . v A et si Ra(bi’aj) = o, il suffit de choisir a aR(bi,aj).

Mais l'ensemble E des solutions n'admet pas d'élément
maximal.
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TABLEAU DES RESULTATS

T1 ="a * °m="a ‘0« (Towoq)
q e X+1 q N
AT =~ D= (1T - =) |+T -4 -2
ﬂWA DT < N 30T I3s W_w: AN .
- — ST * PRUITYOTY - = @'® 'a= (@»8
P, , C |H 1n2Z A
T-A+ 22 = H I="H ‘0%A (Jsyoeurey)
(A-1) (F-T)e=q X Xy = [SWEES - -
e+ T X XD +k - PRUITUOTY el D+ _ (qre)'n = (a'e)ln
v % . P
L= X*‘“0%d (xebex)
_ 930TI3S UoUu - d 9
gl (@D-g (=171 T L (5=T) - POUTUDIY m&ﬁ;:iﬁ-:v; uTw-T=(q‘e) X = (q'®)°L
T - 1 -
(G-T‘q)uTll > ® TS O-T - - SNUTIUOOSTQ 0 < T-are T8 (AU _ (qug)Sy,
q>eS>grIse 0 > T-a+e TS 0
UouTs ¢
(z enbrews1 *30) - - SNUT3UOOSTA =2 s 9 = (q'e)’L
sed 93STx9,N I=q IS ®©
930TI3S uou
—' 4+ 1 P p ;
a4 L I * POUITUPTY (T-a+e’0)xew = (q'e) g
q . N 930TI3S z
e X * PAUITYOAY qe = (q'e)‘L
zoyoueg sp Inojexsdo
(zoupUEs b meReIsdo) - - SNUTAUCD (q'e)yuTit = (q'e) 'L
(q>emod) q1e () 3 wﬁmﬁwmm% mmmm%m wmmm I STMTVINONVINL SHWMON
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s3e3TnsS9I SOp nealdel

=gy = °q ‘[170] & © (epead 3= sTOONQ)
q
4 —t - -
(ofq)xe & SNUTIUCD nﬁﬁmLxmm = (@e’a= (a»tl
B2 ="3'1#s ‘0<s (e
Hlnm < S =5 ¢ 930TT1S 1-S “ls S Z1
N S— Bo = po 7} . - poT = (a’ = (q
(s *D T | (i D T s U | -psuruory _H:-gm:Tmmv + T hor=(ate)d= (@ Tl
2J0TI3S UOUu
K= Vm — : OOm= — Q
/-0 a* * pouITyOIY Tr=""5s ‘T3=""s ‘tz=""xs ‘“1="s
0>4d 0>d 0>d
d
3/t (g C-g® + T) 1) L x o10TI3S a3 (TeTs 3o x92ToMUDS)
Q\Hl d— -@WEQO.HJ@ ] d TT
0<d 0 <d 0 <d 5 :nmufm-méxma_ = (q’e) 3= (q‘®) "L,
- -
- < ¥ (I59M)
qQY+T - Y | (+T)uy 930TI3S Uou
e b 1| [T (T | ey - T ) Y+T ¥ 01
- - - Il — 1 - ]
(a-e) (Y+1) x-1 T | (X+1)uy PRUITYOIY A%K:IQ% )xeu= (q‘e) ‘M = (q‘e)”'L
I- < ¥ (ousbng)
(G=T) ¥+1 ey T (+1) Uy 930TI3S UOU \
ae * U DT | TR W * PRUITUDIY ((qev-T-ce) (1+¢) ‘o) xew= (q'e) ‘s = (q'®)°1
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Exemple : si A = (0.2 0.5 0.8) et B = (0.8 0), alors
R = 0.1 0.3 1 est solution de R A = B et 1 it
0 0.8 0.5 solu n de o = et, quel que soi
o € |0,1_, R = Lol 1) est également solution.
-~ - &) o o o

Il suffit de choisir o > 0.8 pour que Ru > R.
i l) n'appartient

v
Mais R n'existe pas car R, = (i 1

pas a E. 1

5. DUALITE : OPERATEUR DE MINIMALISATION

On considére 1'é&guation de relation floue :
Rao A =B (7)

ol "o " désigne une composition inf-conorme triangulaire et ol R
est 1l'inconnue. En désignant par E* 1'ensemble des solutions de

-~

(7), on veut déterminer 1'é&lément minimal R de EX, s'il existe.

On est ainsi amené a construire un opérateur de mini-
malisation ¢ associé 3 la conorme triangulaire considérée, tel

que B d‘tA = R.

Cette étude fera l'objet d'un prochain article.
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