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§3. ETUDE DE LA CATEGORIE JTF°° DES PREFAISCEAUX TOTALEMENT FLOUS
(EQUIVALENTE a JTF) =

Les catégories 3337£J), $1(J) ont étd étudiées (cf [4] par exemple),
aivsi que la catégorie F(J) ([51,[61).
JTF a 8té étudiée dans [2], [3], [7] surtout lorsque J est un antiordinal.

Ftudions, pour un treillis de Heyting quelconque, JTF°° [qui est équivalente

a JTr 1.
o PROPOSITION 12. - JTF ° a un objet final.
Désignons par A 1'application J2 -~ J . (J,A) est un ensemble

1,7) > iAj
toralement flou. (1,3 J
Notons que A(i,j) = 1 <= i<j
(J,») est visiblement un préfaisceau totalement flou. C'est 1'objet fimnal

de JTF°® : pour tout préfaisceau totalement flou (X,0), 1'unique morphisme

R de (X,0) dans (J,A) est déterminé par (Ri)J ot K;(x) =1 pour tout xeX,.

e PROPOSITION 13. -  JTF°° a des produiils finis.

Soient (X,0) et (Y,T) deux préfaisceaux totalement flous.
Posons ¢ | p= U X, xVY,
. i 1
1eJ

PXP ———— ]

D (), (YD) e oG x ATy,

* {pP,0Xt) est un préfaisceau totalement flou :



o

can effet, c¢'est d'abord un ensemble totalement flou, tel que Pi = Xiin
il est évident que (P,0%1) vérifie (i) et (ii) : en particulier, si

i o

(x,y}rXRXYi et i<j : (x,y)‘i = (X]i’yli)'

*ii cst évident qu'il existe un unique morphisme p; de (P,0%1) dans (X,C)
rel que py (x,y) = x et un unique morphisme p, de (P,0%T ) dans (Y,7)

i
tel que p, (x,y) = v.

i

xAlors  [(P,0%1) o p21 est le produit de (X,0) et (Y,T).

v (X,G)F\Il

. . B . —
Fu erffet, &tant donné (Z,0)_

T

(Y,0)

(P,0%T), on a pour tout ieJ
’ s P

Ui X, F;\E!é;

AL /,.X.lXY.1 , d'olt une application Si : Zi — X XY, telle
S, P,
v i “h (%4 & “)l
P
1

que O}:Sim Ui et pz.bi =V,.. Les <Si)J déterminant un morphisme de JTF

1
i 1
. . S . .
(7,0) ~=* (P, 0%1) puisque si zgzi et z'eZi, : Si(z) = (Ui(z),Vi(z)),
Sl,i\i:') = (Ui'(z')’vi'(z'))’ et

fﬂﬂ;\(S;(Z),Si,(Z')) = O(Ui(z)’Ui’(z‘))AT(Vi(Z)’Vi'(Z')) > p(z,z2") et
b, = U, p,8 =V d'aprés la proposition 7. D'apr@s ce méme résultat, il est

évident que $ est 1'unique morphisme de JTF tel que pIS = U et pZS = V.

o UROPOSTTTION 14. —  JTF°° a4 des pullbacks.

0,
N '-.ﬂ
Sout »(Z,0)
\’//§,7 ’
(Y,

Pocons | Q = {(x,y)eP /[ si (x,y)eX; %Y, : Ai(x) = Bi(y)}
A

! = OXT
! i

QQ (li////'7'Xi\\é_i\.g

7.4; est un ensemble totalement flou et Q. ////)721 est un
B

—
-

pultback (si a = Py I et r. = p, ] ) dans IEns. (Q,)) vérifie (1)
i'Q. ' “1'Q.

& ‘ortieri ; d'autre pa%t si (x,y)er et si i<j, 11 est facile de voir que

(x§i,y!i)ch du fait que Ai(xli) = AJ.(X)‘.1 = Bj(Y)‘i = Bi(xli) : de sorte

gue ‘Q,)) est un préfaisceau totalement flou.



(=

(Ji//y (X,O)\\A
N . . e T .
2’0o un diagramme commutatif (Q,\) ’/V(Z,P) dont 1l est

~.. o
r \ /Aa
A, 7B
(Y,
facile de volr (par des arguments analogues 3 ceux de la propesition 173)

que ¢'est un pullback dans JTF®°.

o PROPOSITION 15. ~ JTF°° a des épalisateurs.

R
Soit (X,0) "7 (Y,T)
s E. R,
; onsidé C e h X = Y., on |Z.={xeX. /R. (x)=S.
Pour tout 1eJ, considérons Zl roX — Yl, ot |Z; {xeXl/Rl(x) Sl(x)}
i

Ei= injection canonique
de Z. dans X..
i i
(/., E.) est 1'égalisateur de {Ri’si} dans Ens.
soit Z o= .00 Z. et P o= Oy,
ot i et f IAXZ

t un enscmble totalement flou qui vérifie (i) a fortiori; d'autre part

~.
I
D
971

g1 z¢Z., 2y, (au sens de (X,0)) est un &lément de Zi pour tout i<j car

J 1

i
“§‘23j> = Rjaz)ii = Sj(z)li = Si(z;i) de sorte que (Z,p) est un préfaisceau

t

toratement flou.
Lo famille (E;)! détermine visiblement un morphisme E de (Z,p) dans

in.o) rel que RE = SE.

Enfin [ (Z,6),E] est 1'égalisateur dans JTF°° de {R,S} car étant

o ) R . .
donue (2,0) —= (X,0) — (Y,T) tel que RF = SF, il exite - pour tout
_— P

r 5
-/
(U,)
1! - une application G, :U. » Z. telle que E.G. = TF, .
1771 i i’1 i
Meis alors G, = F; pulsque E, est 1'injection caronique - ce qui montre

que (C-)J détermine un morphisme G de (U,u) dans (Z,p) tel que EG =T ;

et il est clair que G est 1'unique morphisme de (U,n) dans (Z,p) tel que

EG = F pulsque si EH = F on a nécessairement pour tout ieJ: E;H, = F; et
done H, = F. = G,.
L i i
CROPGSITION 16. = JIT°° a des exponentielles.

! Soient (X,0; et (Y,T) deux objets de JIF°°,

Nous allons construire un objet (Z,p) de JTF®®, un morphisme E de



¥

(

(X,0) x (Z,0) vers (Y,T), tels que pour tout objet (U,u) de JTF°° et
pour tout morphisme F de (X,0) x (U,H) dans (Y,7), il existe un unique
morphisme Frl de (U,1) dans (Z,p) tel que le dizgramme suivant soit
commutatif

(X,U) X (Z’p) _——L—_’} (Y’T)

-l

1 T

X0 F
: -

(X,0) * (U,1)

a. Construction de (Z,p)

% Soit Z 1'ensemble des Ii, (f ) i I, ot ieJ

¥i<i: fj est une application de Xj

dans Yj de sorte que

‘. LI - v ‘vl\ < . Y' . - . -
Y%, X exj ; O0(x,x') < f(fj(x),fj(“ )) et si ksj et xer : fj(x)]k fk(x]k)

Soit ¢ 1'applicatrion de Zz dans J définie par
ppP

,(Ii,(fi)jﬁi‘f, iri"(gj)jsi']) = V{k<iai' /(f ) =(g_)

r<k By r<k

}

+ 11 est clair que (Z,P) est un ensemble totalement flou.

Yautre part, u ( i (f ) ]) i

it

= {Z,0) vérifie (1)

En effet, si f = [1i, (f ) ] et g = (gJ)J(l']’ et si p(f,p) ap(f) =ap(g),
t v i a1 = A =
est que 1 i' et que V{ktJ / k<1 et (f )r<k (gr)rék} i.

Salt = [kel <] ] = .

Soit K [ked / k=i et (fr)rik (gr)rsk}

Mais alors si j<i : V{kaj / keK} = (VK)Aj = iAj = j et si xer

¥ K : fj(x)!kAj = kaj<XlkAj) = gkAj(X|kAj) = gj(x)!kAj et on sait que
- (y,t) étant un préfaisceau totalement flou - cela entrafne :
EE(X)EV{kAj} = gj(X)EV{kAj} , Solt fj(x) = gj(x).

Utelt £ = 2.

«  (7,p) vérifie (ii), et il est évident que si 11-

JED Ty = i, (D]

.
j73<d ;11

+ (Z,0) est donc un objet de JTF°



.

de

ate 3 montrer que (Ej).

Construction de E 3

Four tout ieJ, on définit Ei : X.lXZi -»»Yi par

si xeX,, si f Ll,(fj)jgiJc7l Fl(x,f) tl(Y)

détermine un morphisme E de (X,0) * (Z,p) vers

J

"
vﬁ,h'&xi , ¥f, f'gZi :o(oxp) [(x,f), (x'",f")] < T(Ei(x,f), Ei(x',f'))
ctrfoet :_4(,'.3 e ..'(4" - 5 = {' { « ) e L. o ' o= 1 "- . .} M
crfet, sofent x,x'eX. 3 f Lx,\fJ)JilT et f i, (£ J)JSL

Poomoyt e, B) L8] = alx,x")Ap(f,£7)

i

COT(EL (x,f T (x' LT = T(f.(x), #'.(x")

i r(E; ( ,ﬂ,?l(x ,E°)) (£, (0, 17, (x"))
par hypothdse 0(x,x')= T(fi(x), fi(X')) (@)

cutre part si r<i est fel que f_ = '

r

Gy, £ )T = T, (! )y T e TUE (), £ (k)
SR CINTPINE AN ¢ ir)J Tlfl(x )Ir, f l(x )!r] kal(\ ), f 1(Y 1,

wisjue dans le préfaisceau totalement flou (Y,T) on a toujours

- - {
s i

Vi v = ATy, YY) ST,y )

k=<1

et }
E) gy ~ (f "

sorte que {f,f"') = VikeJ /
: r<k

} ST[fi(X'),f'i(X')] (B)

£y et (B résulte @

! %?Vﬁ)Af(f,f')§Trfi(X>,fi(x’)]AT lfi(X'),f'i(X')]ST[fi(X),f'i(x')j

1ol Atvj’ gl f WJ,(fk)kng@Aj , 51 1<j, on a : Ei[(x’f)!i] Ej(x,f);_.l
Frow Ex,f) ., = f.(x);. = £.0Gy.) = E.(x1.,£1.) = E.[(x,),y,
Prot, ‘JQ.,L)il iJ())]l fl()‘l) Ll(xil’tgl) El (x f)%l}

Soif (U,u) un préfaisceau totalement flou, et soit F (de famille natu-
relle associée (Fi>1> un morphisme de (X,0) x (U,u) dans (Y¥,7).
construction d'un morphisme "7 de (G,u) dans (Z,0).

Pour tout ied, définissons une application eri sur Ui par :
si u-U., "F, = [i I I oii f. est 1' licati de X. dans Y.
uslle, ¥ l(u) [1,(fJ)J§l] st} fJ t 1'application de ; ;

difinie par fj(x) = Fi[x,u,i] pour tout xer (ce pour tout j<i).
, . i ]

T ; est en fait une application de Uy dans Z.l :



En effet,

51 K,X'exj : 0(x,x") = 0(x,X')AU(qu,ulj) = (OXU)[(x,u]j),(X',u]j)]
< T[Fj(x,u’j),Fj(x ,ulj)] = T[fj(X),fj(X')j

It d'autre part :

[

oy g a1 <3 . ra_i o = =
51 X Xj et si k<j + 'F i(u)(x]k) Ik(x]k’u]k> Fk[(x,u)lk] Fj(x’u)[k

rF;(U)(X)lk

% (TF?)] définit un morphisme de (U,u) dans (Z,p)
En effet,
d'abord  si u,u'EUi - u(u,u')sp(rFZ(u),rF;(u')) :

I L 1 = "3 r(-' - .. 't . .
car si Fi(L) Ll,(fj)jgi] et Fi(u ) [i,(f j)jSi] , On a :

k=i
Y o o=(f"
(fr'rik (f

11 = VikeJ / 1

y T3 T . - . -
£ }i(u), Fi(u')) pr[l’(fj)jsij’[l’(t")

: 3
1hJ=t r)r<k

mals u§k=u']k -> fy(x) =Fk(x,u!k) =Fk(x’u']k) =f'k(x) pour tout xexk »~fk=f'k,
de sorte que u[k =u'1k > Vrsk:ulr =u"r > Vrsk:fr =f'

T

d'oit w(u,u') = Viked fuyp, =u'y } < o("FNW, FIu")).
lk ] i 1

k

)

D'autre part s1 uelU. et s1 i<y : f—F-.-'(u) . = rFj(u .
j J j li it

o T = ] = 1 7] N = . -

ca Ij(u)‘i [J,(fk)ksjjli [1,(fk)k£ij , ofll fk(x) Fk(x,u!k) pour tout xeX,

tandis que rF;(uli) Z[i’(gk)kéi]’ oti gk(x) =Fk(x’uli!k) =Fk(x,u!k) =f, (x)

pour tout ank.

d.  Pour tout ieJ, le diagramme (Di> X

i 1
R
X3
X.
i
<5t commutatif
En effet, si xeXi et si uel, :
i }/:-F;(x,u) =(x,rF;(u)), d'ol :
.'Lj .
v 1, x"F) = E.[x,F W] = TF7 ) = F. .) = F.
; <. ; (x,u) ;L% Fo(u) ] 1(U)(Y) Pl(x,ull) F. (x,u)

L



i0

De sorte que le diagramme (D) (X,0) x (Z,p) ————E-——+ (Y,T) est commutatif.
x g7
l(X,o) F F
(X,0) *x (U,u)
e. 'f7 est 1'unique morphisme de (U,u) dans (Z,p) tel que le diagramme (D)

‘zolt commutatif.

o oeffet, 81 G est un tel morphisme, G. rend nécessairement commutatif le
b2 3 l

, i
dragramme X, — Y,

1T_1 /,l

do o sorte que s1 ueUi et si Gi(u) = [i’(gj>j£i]'

it

on 2 poiur tout chj (3s1) E. o IX x Gj (x,u!j) F-(x,ulj)

J
Ej[x’Gj(ulj>] = Fj(x,ulj)

=3
]
I3
(]
pi e
—~
[}
~
s
[
It

fj(x’u!j>

fj(X),

14}
o
Hl
-+

o=}

[
~~
e
p—e

]

dhot e (u) = [iy(gj)j . o= [i,(fj)jgi] = "Fl(u).

€1
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PROPOSITION 17. = 5i J »w'est pas wn anti-ordinal, JTF°® n'a pas de

1
v clasetfleateur de moromorpnismes.
Seit J un treillis de Heyting complet qui n'est pas un anti-ordinal:
It ooxiste done une suite () . strictement croissante d'éléments de J
N 1

soir i = V .
) n
n >l

Supposons qu'il existe un classificateur de monomorphismes ( @,c) dans

JIF’ ¢t désignons alors par T le morphisme de vérité associd.

Posons pour tout n=l &n = [0, ] . Soit &= L €. et €= [0,1]

Considirons les objets de JTF°° (8, et (€,A) et le monomorphisme cano-
nique d'injection de (&,A) dans (€,A), dont X désigne le morphisme

caractéristique de (€ ,A) dans (& ,c)

AT, A)_

Soit (D) : (2,
\ -
- _—X

~

T~
(@ ,n)
(DY est commutatif : donc pour tout n>l : X ((xn) = Tu (o)
“n n
sons ¥. (1) = c.
poOsoONs Al( ) cy
tousr it > . C. = v. (1 =y 1 = s = T Y = T. i !
Four tout nxl . ’(1(1)'01 X, (l]m ) X (Jcn) 'In(an, 1( )iy
mn n n n n n
RO TS Ve =T, (), Voo = T, (1) de sorte que x.(i) = T. (i)
1 2y n i 'Ir1>l n i i i

Alors, pour tout jcé : x%(i) = Xj(i]j) = Xi(i)]j = Ti(i)Ii = T.(in) = T.(3)

Le diagramme (F) suivant est commutatif : ,
(J,A)-
. C/"// \}
(E) € Y) (&,c),
/

TS~
i <
@ s

donc ~— puisque (D) est un pullback - il existe un morphisme R de ('_@,/\)

dans (&,~) rendant commutatif le diagramme



Mais llexistence de R est absurde puisque g, = {1} # @ alors que EH = .

CONCLUSION.

|, ou hiew J est wn anti—ordinal
- . S «* o0
alors les catégories J(J), F ), PFW), @T(J)( ), JTF, JTF , JTIF

sont &ruivalentes - ce sont des topofl.

11, ou bien J n'est pas wn anti-~orvdinal :

Alors

* . .
. FY, Z?(J), JTF sont équivalentes - ce sont des topol.

>

( -
JTF, JTFOO,333«J)\S) sont équivalentes. Elles n'ont pas de classifi-

{ o

cateur de monomorphismes, mais ce sont des catégories cart@siennement closes.
C. $PF(J) est un topos.
avece ces précisions

i. Toute catégorie du groupe A est équivalente a une sous-catéporie
pleine de toute catégorie du groupe R.

o]

2. Toute catégorie du groupe B est équivalente 3 une sous—catégorie
.. >,
pleine de I F().
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