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Dans toute la suite J désigne un treillis de Heyting complet.

Dans [8], nous avons présenté plusieurs catégories ¢'ensembles totale-
ment flous : la catégorie Cf(J) de Higgs, la catégorie (J) des faisceaux
sur J et la catégorie JTF de Ponasse. Nous appellerons 8 (J) la catégorie
des préfaisceaux sur J.

Les catégories 3(J) et U7(J) sont équivalentes (57, [61). Dans [87,
rous avons donné quelques éléments de comparaison entre JF(J) (ou ¥ (1)) et
JTF. Nous voulons ici approfondir cette comparaison.

Nous verrons en outre (dans la 3e partie) que JTF n'est un topus que
51 J est un anti-ordinal.

£1. GUELQUES REMARQUES SUR JTE :

. Dans [81], nous avons montré (cela résulte de la proposition | du §3

et des résultats de Hipggs - [5], [6] - rappelés au §4 ) que la catégorie
. , .. “ - . . X

37(4) {ou .f(J)) est £guivalente 4 la sous-catégorie pleine JTF de

JTF dont les objets sont les ensembles totalement flous (X,0) tels que

(i) olx,y) = a (x) =& (y) — x=y
(i1) ¥xeX, ¥i < @G(x), 3yeX tel que ao(y) =1 et 0(y,x) = ag(y)
{(ii1) Pour toute famille (xk)K "compatible" d'éléments de X
: lc'est-a-dire Wk',k" : G(Xky,an) = QO(ka)AaU(an)],
X il existe un €lément x de X tel que :

¥keK @ G(xk,x)

a (x
(5
- ¥ . - - — N o= ¢
I¥keK @ clx,2) = a ()] — olx,2z} = 4 (x)
Nous appellerons préfatsceau totalement flou tout ensemble flou vérifiant

;e

(i) et (1i), et failsceau totalement flou tout préfaisceau totalement flou

vérifiant (1.1).
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o DEFINITION. - Soit R un morphisme (au sens de JTF) de (X,0) vers (V,T).
Nous dirons que R est un morphisme fonctionnel si

¥xeX, 3!'v(x)cY, xRy(x) et G, (x) = 0 (v(x))
(c'est-a-dire "tout élément de X est en relation avec un unique &lément

de Y situé au méme niveau que lui).

Exemple : Le morphisme identité 1 de (X,0) [xix' < ol{x,x") = dO(X)J

est fonctiounel si et seulement si (X,0) vérifie (i).

o PROPOSITION 1. - 57 R est un morphisme fonctionnel de (X,0) dans (Y,7T)
YxeX, WyeY : xRy <> T(y(x),y) = a (%)

en effet, xRy(x) et xRy » O (x) = 0(x,x) £ T(y(x),y) < a (y(x)) = o (x)

et inversement, si & _(x) = T(y(x),y), on a xRy puisque xRy(x).

« PROPOSITION 2. - 57 R : (X,0) » (Y,T) et S : (Y,T) = (Z,P) sont Jdes
| morphismes fonctionmels, SR est dgalement fonctionnel (pour la

i
| défintion de SR, voir [81).

en effet, xRy(x) et y(x)Sz(y(x)) -+ xSoRz(y(x)) - xSR z(v(x)), et

uoiz(y(x)}] = uTFy(X)] = QU(X)-

D'autre part, z(y(x)) est 1'unique &élément z de Z tel que xSRz et
g - ' - - . - * LS
GO(X) = up(z), car s1 z est un tel élément 11 existe yeY et z €Z tels que
xRy
L,k
yS5z

|
|
| oy = pz,2")

y(x)Sz(y(x))
GT(y(x)) = plz(y(x)),z] (on a d'ailleurs en fait 1'8galité) : en effet,

clz(y(x)),z]l > plz(y(x)),z(y)] A D[z(y),z*] A D(z*,z) 2 o (x) =GTTy(X)3

| |

2T(y(x),y)=0 (x) =20.(y)20 (%)

(d'aprés la prop.!) (d'aprés la prop.l)

de sorte que y{x)Sz ; mais puisque Gp(z) =d0(x) = GT(y(x)), clest que
z = z{y(x)) puisque S est fonctionnel.

[Remarque : avec les notations employées, on a donc z(x) = z(y(x))].
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» L'€tude du morphisme identité et 1la proposition 2 permettent d'envisager

certaines sous-cat8gories de JTF :

a

JTF

sous-catégorie de JTF dont les objets sont les ensembles tota-
lement flous vérifiant (i) et dont les morphismes sont les

morphismes fonctionnels.

(X}

JTV : sous-catégorie de JTF dont les objets sont les préfaisceaux
totalement flous et dont les morphismes sont les morphismes

fonctionnels.

JTE : sous-catégorie de JTF dont les objets sont les faisceaux tota-—
lement flous et dont les morphismes sont les morphismes

forctionnels.

o PRUPOSITION 3. - Tout morphisme entre des préfaisceaux totalement flous

| ot fonetiomnel.

En effet, soit (X,0) et (Y,1) deux préfaisceaux totalement flous, et soit
R ur morphisme de (X,0) vers (Y,T).

Soit x¢X. Il existe yeY tel que xRy. Alors as(x) = @, (y). Posons yl=yia”(x)
Wy,yy) = T(y,ylag(x)) = & (x) et xRy, de sorte que xRy avee @ (x) = a_(y,).

D'autre part, si nyl,,ny2 et & (x) = @T(yl) = dr(yz) :

o (x)

U = Ty Ly < ey g

( : = Tlyyy) meply)) =ep(yy) » vy,
o (x) = T(y],yz) < aT(yz) = a_(x)

(remarque : nous avons seulement utilisé le fait que (Y,T) était un préfais—

ceau totalement flou).

¢ COROCLLAIRE . -
| JTE . est done la sous—catégoric pleine de JTF dont les objets sont

g les préfaisceauxr totalement flous.

% ITFest 1q sous-catégorie pleine de JTF dont les objcts sont les

|

. ; ¥
fateceaux totalement flouc : c'est JTF .



PROPOSITION 4. -

- - . 4 . - . P P .
a) La catégorie F(J) des faisceaux sur J est équivalente & la caté-
1

‘, . Lk . o
aqorte JT¥  des failsceaux tolalement flous.

: b » co P&yl » kel - el 4
v) La catégorie JIF  des préfaisceaux totalement flous est louiva-
{ lente 3 une sous-catégorie de la catégorie PIFI)Y des préfaisceaus

sur J.

PREUVE. - Nous avons déjd prouvé a) dans [8]

Preuve de b) :

* Remarquons d'abord que si G est un préfaisceau sur J, (XG,UG),

X, = LL o)

? leJ

ol i

j

|
G S AN = !

’ G(x,x ) V{kEJ/Xlk x Ik}

est un ensemble totalement flou qui vérifie (ii) (Si xeG(j) et si i<j, il

est clair que JG(x!i,x) = 1 et que % (Xli) = i), mais peut &tre pas (i),
G ’

comme le montre ce contre-exemple
Soit J = [0,1].
On définit un préfaisceau G par
i G(i) = 1'ensemble des section initiales contenues dans 70,17
* 8i i) @ G())— G(i) est définie comme S > S n [0,1]

S -*-Sli

Alers Xoo= | | 6(1) = v {i] x 6(D),
T ied ieJ

et s1 3:G(1) et S'eG(L") : OC((i,S)?(i',S')) = V{keJ/Sn[0,k]}= S'n 70,k7}
Soient alors S = [0,1] et S' = [0,1[

J 0, ((1,8),(1,8")) = Viked /S n[0,k] = 8" n [0,k]} =1,

e ((.8)) = }
o () = 5 (1,81 -1

et pourtant S # S'.

* On définit un foncteur Y de JTF . dans PJF(JI) de la fagon suivante
| S1L (X,0) est un préfaisceau totalement flou, Y(X,0) = ¢ défini par
J $(1) = {xeX/a _(x) = i}

! Si 1<) @ ¢(3) — ¢(i)

|

|
* X x|y

est définie par : Xli est 1'unique &1ément

de ¢(i) tel que O(x!i,x) = i

J
i 51 4 est un morphisme de (X,0) vers (Y,7), si ¢ = y(X,0) et ¥ y(Y,t),

| 7(R) est la transformation naturelle telle que



Y(R), t] #(1) =+ ¥ (i)
. i
| ¥ > 1'unique ye¥ (i) tel que xRy

pour voir que Y(R) est bien une transformation naturelle, on utilise

cette importante remarque

REMARQUE (LEMME 1). - Soient (X,0) et (Y,T) deux préfaisceaux totalement

i flous et soit R un morphisme de (X,0) vers (v,1).

S1 xRy et si 9§ = aO(X)A ao(y) : XIE Ry!2
len ¢ffet, si xRy et si & < Gy(x) Al (y), il existe un unique u de Y tel
que x‘gRu et &T(u) = § ; xRy et x!gRu - G(x,xlg) < T(y,u) et

[ 4 ‘

£ < T(y,u) = o () = & 5 d'ol T(u,y) = aT(u) = £ et par conséquent

1
i

u

yi, ; de sorte que X!Q Ry, ]

| 2

Io
]x,
o Cvf (S) 4 . . - . . . . )

* Soit 3 D la sous-catégorie pleine de P IF(J) dont les objets sont
les préfaisceaux sur J vérifiant (S)
1(S) = Si xedp(i), x'edp(i'); si Ke[0,131'1], k. = VK 5 si WkeK : Xl = X'fk’
! < I
falors x = x' lon parlera de (S)-préfaisceau sur J]
]k Ik p pre;
(e} I O

(op a vu -dans [8] - que par exemple tout faisceau sur J est un (S)-préfaisceau

T

SUuY o).

. 0o . )
* Alors v est un foncteur de JIF  dans Sbﬂﬁ(J)(s). En effet, si ¢ = v(X,0)

Supposons que pour keK : X}k = x }k

Soit y = Xy ot y' = x']k
o o

y est caractérisé par o(y,x) = ao(y) = ko

or o(y',x) =z o(y',x") A o(x',x) > ko’

k‘{) = kO

N

car ¥keK : o(x',x) = U(X',X"k) A U(X'lk’x!k) A U(XIkaX) = k

d'oi  o(x',x) » VK = ko

d'olt 0(y',x) = a (y'y = ks et y' =y,

o

* On définit un foncteur ¢ de EP{F(J)AS) dans JTF de la facon suivante

ISi ¢ est un (S)-préfaisceau sur J, 8(¢) = (X¢,G¢) défini par
i

; lxq) = ¢ (i)

| ieJ

lSi xep (1) ,x"cd(i"): O¢(x,x') = VikeJ/ X[y = x',k}
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1$1 T est une transformation naturelle du (S)-préfaisceau ¢ dans le
!
[(8)-préfaisceau Vv , 6(1) = R est définie par

Si xed(i) et si ye¥(j) : xRy +»> i < j, et T, (x) = Y14

On salt déja que (X¢,O¢) est un ensemble totalement flou qui vérifie
x) = o (x'"), c'est que

$
®oe (1Y, x"ep (1) et 1 = VikeJ / Xy = x'|k}. Comme ¢ est un (S)-préfaisceau

(11). Par aillcurs si U¢(x,x') = 0

1

SUr J, X:X]i = X |‘i = X

Pour montrer que R est un morphisme de JTIF de (X,0) = §(9) dans
(Y,1) = ¢(¥), on reproduit la preuve de a) développée dans [8] i ceci
nres

S1 xRy et % (x) = 7T(y,y') : on a xed(i), ye¥(j), i < j et T, (x) = ARR

Comme VikeJ / Yk = y' > i, y|; = y']i (puisque ¥ est un (S)-préfaisceau

k}
sur J) de sorte que i < j et Ti(x)

y'[i, d'ol xRy'.

Quant au fait que ¢(AT) = §(X)6(T) si T est une transformation naturelle
de ¢ dans ¥ et ~ une transformation naturelle de ¥ dans A , il résulte

aisément de la proposition 2 et de la proposition 3.

. ¢ - P . . oo (C)
* Grace a (v,%), on voit aisément que les catégories JTF et 333ﬂ(J) 2
sont “quivalentes.

Remarquons en particulier que si ¢ = Y(X,0) : 0¢(X,X') = VikeJ / X = X"k}-

- . 1 - . -
or g = X car y = X est caractérisé par

‘ 10 (x,%x") lo(x,x") y lo(x,x") ©° P

. - o _ . LR O | . LN RS R 1
Oly,x) = 0(x,x") = &G(y) alors que si v' = x }O(X,x') : Oy, x")=0(x,x") uo(y v,

de sorte que O(y',x) 2 o(y',x") A 0(x',x) = 0(x,x") et 0(y',x) = o(x,x") =0_(y")
d'oli v = y'. De sorte que 0(x,x') < U¢(x,x'). Par ailleurs, dé&s que
o= ox! a o 'Y = o0 A O ! A o(x' Y= k. Or
X[k X !k’ on a o(x,x') (X’Xlk) (X}k,x lk) (x ]k,x )= k. Or
3 \(J" — &5fal = A
pulsque ¢ est un (S)-préfaisceau sur J, X[°¢(x,x') X ]°¢(x,x'), de

sorte que O(x,x') = G¢(X,X'). D'oli O¢(x,x') = o(x,x").

§2. A PROPOS DES MORPHISMES FONCTIONNELS :

o PROPOSITION 5. - Sotent (X,0) et (Y,T) deux ensembles totalement flous.
L 1) 27 R est un morphisme fonctionnel de (X,0) vers (Y,T) ; o7, pour

tout ied, Ry a'signe l'application de X; = Oégl(i) dans Y; = O‘;1('1)



10

définte par x » y(x), on a :

(u) ¥xeX, ¥x'eX : o(x,x') < T(R, (X)(x),R x"))
o

¥
a (x")
on dit que (R;); est la famille naturelle associée d R.

2) On suppose de plus que (Y,T) vérifie (i) :
57 (R;) est une famille telle que |¥ieJ, R: est une application le
J X; dans y; 5 ()
71 existe un wnique morphieme de (X,0) vers
(Y, 1) fonetiomnel dont (R]-)J est la famille naturelle associde :

tl s'agit de xRy <> T(R (x),y) = & (%)

¢, (x)

PREUVE., -

') puisque x R R, (X)(x) et x' R R, (x')(x')v i1 est clair qu'on a (uj.
e} (8

J) Posons pour xeXi, chj : xRy <9~T(Ri(x),y) =i
s XRy ) :
81 X'Ry'! l(y,y')2T(y,Ri(X))AT(Ri(XLRi!(X'))AT(Ri'(X')sy'>
FT(R; (x),Ry 0 (x"))>0(x,x")
¥ T . 'y <]
g5 ¥R | - (R; (x),y")<i

i=a (x)=T(y,y") TR, (x),y")2T(R; (x),7)AT (y,y")=1 ;

d'oll TR (x),y") = 1 et xRy'

De plus, on a x R Ri(x), et si xRy, xRy', @, (y) = ¢, (y') = & _(x), on a alors
T(Ri(x),y) = QT(Ri(x)) = 0. (y), d'oli y = Ri(x) puisque (Y,T) vérifie par
hypothése (1).

e COROLLAIRE 2. - 52 (Y,T) vérifie (i), tout morphisme fonctionnel de (X,0)

| vers (Y,1) est détermind par sa famille naturelle.

e PROPOSITION 6. - 57 (X,0) et (Y,1) sont des préfaisceaux totalement flous,
i alors
; (u) < (v) + (w), ol (v) & si x,x'eXi : G(X’x')ST(Ri(X),Ri(X'))
{
| (w) : si chj,y=Rj(x) et i<j : y{izRi(X]i)
¢n effet, soient (X,V9) et (Y,T) des préfaisceaux totalement flous.

$1 on a (u), on a a fortiori (v). D'autre part (w) résulte du lemme 1.
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inversement, supposons (v) + (w)

Soient ani, x'€Xi,

),R.

TFRi(X),Ri,(x')]ZT[Ri(x),RiAi,(x’iAi,)]AT[RiA .

i'(x]iAi' i'(X'IiAi'>]

' '
ATrRiAi'<X ]iAi')’Ri'(X )]

Q i . . . . . =T . . . . = iai!
T T[Rl(x)’RlAl'(X]lAl')J [Rl(X),Rl(X)'lAlv] 1AL
(w)
N A P ] ] - TAT?
de mime ffRiAi.(x ]iAi')’ Ri.(x )] inl
i T[R. . .. oo (xTy. . > N A P
alors que leAl'(XllAl')’RlAl'(X llA1'>](v) O(xllAl"X llAl')
= O(X IiAi',X)A O(X,X')AO(X',X'IiAi') = iAi'AO(ny')AiAi'
= 0(x,x")
di'ol Y[Ri(x),Ri,(x')] = o(x,x").

¢ PROPOSITION 7. - Soient (X,0), (Y,T), et (Z,0) des ensembles totalement
; flous,R  un morphisme fonctionnel de (X,0) vers (Y,T) ayant (R;) ; pour
{ famille naturelle associée et S un morphisme fonctionnel de (Y,T)
g vers (2,0) ayant (Si)J pour famille associée. Alors (SiRi)J est la
! Jamille naturelle associde & SR.

(évident).

o PROFOSITION 8. - Soflent (X,0) et (Y,T) deux ensembles totalement flous.
Co suppose que (X,0) vérifie (1).

fotl Rown morphisme fonctionnel de (X,0)vers (Y,1), de famille naturelle

s 2l y a Zquivalence entre
[ .
‘a) R est un monomorphisme de JTF.

b) chaque Ri est une injection.

PREUVE. -~

a) -~ b) : 51 xeXs, X'Exi et Ri(x) = Ri(x') = Yo
Comme xRy _, x'RyO et R monomorphisme : on a (cf [2])
O{x,x") = Gy(x) A a (x') A . (y,) = i, de sorte que O(x,x') = an(x) = o (x")

et - puisque (X,0) vérifie (i) - =x = x'.
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b) » a) : Supposons avoir la situation

. U , R
(Z,6) —— (X,0) ", (Y,T) avec RU =RV =S§
~—
Pour chaque 1ieJ : R.U; = RV, (d"aprés la proposition 7).
Comme R. est une injection, donc un monomorphisme de Ens, c'est que Ui = Vi.

D'c¢ii U = V d'aprés le corollaire | de la proposition 5.

Nous donnerons sans démonstration

. PROPOSITION 9. - Sotent (X,0) et (Y,%) deux ensembles totalement flous.
I On suppose que (X,0) vérifie (i).
g Soit R wn morphisme fonctionmel de (X,0)vers (Y,T), de famille
! naturelle (Ri)J'
! Alorse 11 y a équivalence entre :

a) R est un isomorphisme de JTF

b)

chaque R; est une bijection de X; sur Y,

87 xﬁXi,x'eXi. : O(x,x") = T(Ri(x),Ri.(x')) (E)

» PROPOSITION i0. - Solent (X,0) et (Y,T) deux préfaisceaux totalement flous.
E Soit R wn morphisme de (X,0) vers (Y,T) , de famille naturelle (Ri)J
% Alors 11 y a fquivalence entre :
| 1a) R est un Zsomorphisme de JTF
1c) chaque R, est une bijection de X; sur Y, telle que

Vx,x'eX.1 : T(Ri(x),Ri(x')) = o(x,x")

. FROPOSITTON 11. - Soient (X,0) et (Y,T) deux préfaisceaux totalement flous.

[N L. Y . .. .
b Soit R un morphisme de (X,0) vers (Y,T) de famille naturelle (R.) ..
| . ’ ’ 1°J

Alore 11 y a équivalence entre :
la) R est un épimorphisme de JTF

[b) ¥yeY : Vv T(yy;, Im Ry) = % (y) (EPT)
! iSCXT (y) |
(o1 t(z,A) désigne \ T(z,a) ).
acA
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