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REMARQUES SUR CERTAINES CATEGORIES D'ENSEMBLES TOTALEMENT FLOUS

J.COULON - J.L.COULON

§ 1 - DIFFERENTES CATEGORIES D'ENSEMBLES TOTALEMENT FLOUS.

Dans toute la suite, J désigne un treillis de Heyting complet.

(1. Catégorie $(J) de Higgs (cf. par exemple [5]).

%# Un objet est un (X,0), ou X est un ensemble non vide et 0 une
application de X2 dans J telle que :

] g(x,y) = o(y,x)

!
Loo(x,y) A 0(y,2z) < 0(x,2).

I1 détermine également une application o de X dans J définie par

uo(x) = g(x,x).

% Un morphisme de (X,0) dans (Y,T) est une application f de X X Y
dans J telle que :

fix,y) A o(x,x") < £(x',y)

fix,y) A 1(y,y") < f(x,y")

fix,y) A f(x,y") < 1(y,y")
\
\J/ f(x,y) = aO(X).

(b et od ) e it et g

v

Ty

JrT——

x)] ;

% La composition des morphismes est donnée par :

(gf)(x,z) = \\// [E(x,y) ~ gly,2)].
y €Y

(2). Catégorie F(J) des faisceaux sur J (cf. par exemple [4], ou [5]).

% Un objet est une foncteur contravariant F de la catégorie J (dont
les objets sont les éléments de J, n'ayant de morphisme de 1 dans j
que si 1< j et n'ayant alors qu'un seul morphisme de i dans j que
1 otera 1 < j) dans la catégorie Ens des ensembles tel que

si pour i< j T1'application F(i < j) : £(j) — £(i) est notée

X Xli’ on ait la propriété suivante : pour toute famille (xk)k €K

- 1 . . ' " . =¥ .
telie que V k€ K : x € F(i) et Vk',k" €K : Xk"ik,A - ol g

fratd

k' A ikll’



1i existe un unique eiément x de F(\\// i.) tel que
kek ©

¢« .0 merphisme de ¥ dins G est tue transformation naturelle T de F

dans G.

Pour tout 1 € J, on notera Ty 1'application de F(i) dans G(i)

déterminée par T.

% La composition des morphismes se définit naturellement.

(3). Catégorie JTF de Ponasse (cf. par exemple [2]) (définie pour tout

treillis complet J).

% Elle a les mémes objets que &(J).

% Un morphisme de (X,0) dans (Y,T) est une relation de X vers Y

telle que

Rx = {y €Y/ xRyl # ¢

() i g e et

Ry
~‘ o 0x) < T,y )
{ K’I{y'l

xRy

— xRy’
SCAES T(y,y')j

La composition des morphismes est donnée par

. R S
Etant donné (X,0) 5 (Y,1) "5 (Z,p)

P

x SRz<>3I y€Y, 3z'e€ Z, xRy

ySz'

o gt el e g ) e

uc(x) < p(z,z")

% Remarques.

a). Le morphisme identité de (X,0) est la relation i définie par
1]

x 1 x' <> g(x,x") = ao(x).

bi. 1 est un préordre sur X.



En effet,
o{x.x) = a (%)

o
Si o(x,y) = ac(x) et o(y,z) = ac(y),
s(x,z) > o(x,y) A oly,z) = ao(x) A Gg(y),
mais puisque aO(X) = 0(x,y) < aO(X) A do(y),

o(x,z) > ag(x) A ao(y) = ug(x) et o(x,z) = ac(x).

(4). Catégorie JTF (cf. Ponasse [2], cf. Blanc).

* C'est la sous—catégorie pleine de JTF dont les objets sont les ensem~

bles totalement flous "égalitaires", c'est—a-dire les (X,0) tels que

Jix,y) = uc(x) A do(y) — x=y.

§ 2 - RAPPEL DE RESULTATS CONNUS.

%* Les catégories $(J) et F(J) sont équivalentes (cf. [5]). Ce sont des
Topoi.
$i J est un anti-ordinal, les catégories $(J) et JTF sont équiva-

lentes (cf. [3]). JTF est donc également un topos lorsque J est un ~©

anti-ordinal. '

§ 3 -

PROPOSITION 1.

Pour tout treillis de Heyting J, la catégorie F(J) est équiva-

e

lente a une sous—catégorie pleine de la catégorie JTF.

Preuve. a). On définit un foncteur A de F(J) dans JTF par

A(F) = (X_, 0.), ot + X = LI F(i) (réunion disjointe)
F F 1 F .-
! i€J (D
1
! OF(X,X') =\/{k € 7/ x]k = x'Ik}

Si 1 est une transformation naturelle de F dans G : A(t) est
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la relation de XF vers XG définie par :

51 x € F(i) et v € G(3) : x A(1) y+=> 1< ] et Ti(X) = YIi (2)

% En effet, A(F) est un ensemble totalement flou, comme le montre Higgs

dans [5] (les objets de JTF et de $(J) sont les mémes).

%* Montrons que la relation A(t) définie par (2) est un morphisme de

(%., 0. dans ( ).

XG’ GG
Si x € X A(t) x # ¢, car si x € F(i) on a x A(x) Ti(X).

Si x A(7) vy et x' A(1) y' : supposons que x € F(i), y € G(j),

x' € F(1"), y' € G(j') 5 ona i< ], Ti(X) =y,

LAt TG =y

i

Alors, si x|, = x'|

K (yli)ﬁk = Ti(x)lk = Tk(xlk) = Tk(x'lk) =

R

= Ti'(X')lk = (y'll.)lk = y'lk’

de sorte que

optx,x') = Vik€J/ x;k = x'|k} <\{Leyqg/ ylz = y'lﬂ} = 0,(y,y".

D'autre part, rappelons que si F est un faisceau, si y € F(i),
€ F(1i'), si K est une partie de J (formée d'éléments inférieurs
i') telle que ylk = y'lk pour tout k € K, et si ko = V'K, alors

Y

= o' . - - ' . .
Yok v lko en effet, pour tout k € K : Vi ylk vy ,k ; pulsque pour

tour LEK ona vl o= Gl o= vlie= Ol e = velar

il existe un unique € F(k ) tel que V k € K :
Yo o

= L o
: yolk Yy d'ou 1l

résulte que =y' (= y ). [Cette remarque sera évoquée comme re-
4 Ty k o d
o o
marque RJ].

Supposons alors que x A(1) y et o (x) < OG(Y,Y') ;
F
supposons que x € F(i), y € G(j), y' € G(j"), et donc i< j, Ti(X)==yli,

Lt {k €T/ y\k = y']k} = ko. 11 est clair que 1 < j', que -d'apres

la remarque R- ylko = y'\ko, d'ou yli = (ylko)li = (y'lko .

mais alors Ti(x) = yli = y'|i, et par suite x A(1) y'.
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[

» Montrons que A(lp) I(XF, GF)

Si x € F(i) et x' € F(i"), x A(lF) x'" <> 1< 1" et x = x'li

il

or x 1 o x' <> oF(x,x') = agF(x) <1 ={k€J/ xlk = x'fk}

<> X

Il

x"i (d'aprés la remarque R).

% Montrons que si T est une transformation naturelle de F dans G et

une transformation naturelle de G dans H, A(AT) = AN A(1D).

Si x € F(i) et =z € H(k)
x ALAT) z <= 1 < k, et (A1).(x) = z|, i<k, et A 7T.(%) = z |
i i i i
X A(N) A(1) z <> 3T y € XG (c'est-a-dire

3 5€J,3y€G)),3z" € HKY, | 1< ], T, (®) =yii
1< k', A =z'|.
i , Ay () 2'|
i<\Vi{iLtedg/ ZIZ = Z‘lﬂ} =L

Ii est clair que si x A(A1) z, alors x A()) A(1) z (on prend y = Ti(X)

Inversement, supposons que x A(A) A(t) z. D'aprés la remarque R,

z,, =2z" : d'ol a fortiori z|,
. tg 3 i
!

¥
i A

z'li.

it

B 0
1o e ' , o) = - ! ' = ' = 1
Alors ki ri(x) Ai(yli) xj(y)gi (z !j)li z'|. z|., et d'autre

parz i < k. D'ou x A(AT) =z.

b). Ainsi A est-il un foncteur de F(J) dans la sous-catégorie

) .

*
pleine JTF de JIF dont les objets sont les (XF’ Op

On définit d'une part un foncteur B de JTF* dans F(J) par
B(X,0) = F défini par F(i) = {x €X /a (x) =i} (3)
' Si R est un morphisme de (¥X,o0) dans 8;,1), B(R) est la trans-—
formation naturelle de B(X,c) dans B(Y,t) définie par : "V i € J, B(R)i

¢st 1'application de B(X,0) (i) dans B(Y,t)(i) définie par

B(R)i(x) = y}i, oy est un élément quelconque de Y tel que xRy". (4)
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% En effet, comme le remarque Higgs dans [5], F est un faisceau, xl.

(pour 1 < ag(x)) est l'unique élément y de X tel que 0(x,y)==u6(y)= i
et par ailleurs o(x,x') =V i{keJ/ x}k = x'lk .
* Alors B(R)i est bien définie par (4), car si xRy et xRy'

(x € B{(X,0)(i)), on a :

i< i(y,y") = vikeJ/ ylk = y'lk} et i1 résulte de la remarque R

D'autre part les (B(R)i)i c J‘ déterminent une transformation
naturelle B(R) de F = B(X,0) dans G = B(Y,7), comme cela résulte aisé-

ment des remarques sulvantes

Si R est un morphisme de (X,0) (objet de JTF* auquel on as-
socie le faisceau F par (3)) dans (Y,t) (objet de JTF* auquel on
associe G par (3))

a). Si x € F(i), xRy, v € G(j), alors i< j
dans les conditions de a), xE{y’i, car uc(x) =3i<Tt(y, y(i)
v sorte que si x € F(i), il existe un élément y € G(i) tel que xRy.

Si x € F(i), il existe un unique y € G(i) tel que xRy

icar xRy, xRy', x € F(i), y € 6(1), y' € GH) — 1 < t(y,y")

=\ 1{k € J/ ylk =

i
<
o
.

ce gui entraine —d'aprés la remarque R- que yli = y']i, donc que y=y').
alors B(R)i(x) est cet unique V.

d). Si x € F(i), vy € G(i), xRy, et si 1, < i : alors xii R y‘

1 1 iy
fcar si z est l'unique élément de G(il) tel que X‘i R z,
1
Vo= ﬂ(x,xii]) <71(y,z) =N {k€J/ ylk = zlk}, et —d'aprés la remarque R-
7= 2. =y, ).
ti i

1 N
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Cela montre que si il < i, le diagramme

B(R)i

X F(1) G(1) y

]

v v B(R)j

x| . F(i,) > G(i,) y(.

1 1 1 1
commute.
1. est évident que B(l(X 0))1 = lF(i) pour tout i € J.

% Soit la situation suivante : (X,0) \Eiz(Y,T) \E/J(Z,p), ou (X,o), (Y,T)
et (Z,p) sont des objets de JTF* auxquels sont respectivement associés
~par (3)- les faisceaux F,G,H.
Seit 1 € J :

d'aprés c¢), (B(S) B(R))i:B(S)i B(R)i est 1'application compo-
sée de F(i) —— G(i)

x b 1'unique y de G(i) tel que xRy,
avec G(i) — H(1)

y b 1'unique =z € H(i) tel que ySz ;
tandis que B(SR)i est 1'application F(i) — H(i)

x b 1'unique t € H(i) tel que

x sRt
mais xRy et ySz — x S,Rz — x SR z
tandis que, d'apres c),
SR oz i
v SRt — z=t. D'ou B(SR) = B(S) B(R).

x € F(i), =z € H(1), t € H(i)

¢). Les foncteurs (A,B) définissent une équivalence entre les catégories

F(i) et JTF
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seit Foun faisceau sur J ; soit (X,0) = A(F) et soit
G = B A(F) = B(X,0). Il est facile de remarquer qu'il existe un isomor-
phisme naturel de F dans G (F et G ne sont pas nécessairement
egaux dans la mesure ol les ensembles (F(i))i ¢ j De sont pas néces-

salrement 2 a 2 disjoints).

%
* soit  (X,0) wun objet de JTF ; soit F = B(X,0) et soit (Y,7) = (A(F).

11 est clair que (Y,1) = (X,0).

§ 4 - RAPPEL DE RESULTATS OBTENUS (cf. Higgs [5]).

Soit (X,0) un ensemble totalement flou. On a déja introduit le

preordre x i y <> o(x,y) = a(x). Une condition nécessaire et suffisante
pour qu'il existe un faisceau F sur J tel que (X,0) = (XF’ OF) est
que

tiJ. 1 est un ordre sur X [c'est-a-dire,

1

ool ) = ) = =

1, (%,y) uO(X) ao(y) — x=y]
L

“i1). Pour tout x € X, pour tout i < uo(x), il existe un élément

1

tde X tel que v i x et ag(y)= i

I +iii). Pour toute famille (Xk)k € K d'éléments de X '"compatible"

{ctogt=-a-di ' 1" : - : " ,
tc'est-a~dire V k', k" € K O(Xk,, Xk”) ao(xk,) A ocg(xk )]

11l existe un élément x de X tel que

T .
vk €K : Xk 1 X
.c'est-a-dire x = \\¢/ X, > au sens

(Y k € K X 1z) — (x1 z) k € K

L
!
v
it
1
!
1
!
[ . .
t du préordre i).
Remarques.
* Intuitivement, si on a (i), (ii) et (iii), 1'élément y évoqué en (ii)
est unique (& cause de (i)) et peut @tre concu comme x ., ce qui permet
i

e e . - < e
d'envisager (X,0) comme un préfaisceau, et en fait —grace a (iii)- comme

un falsceau.
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t Tout objet de JTF vérifie trivialement (iii).

3 5 - QUELQUES RESULTATS.

PROPOSITION 2.

1 Pour tout treillis complet J,
L
1

tout objet de JTF est isomorphe a un objet de JTF vérifiant (i).

Preuve. Soit (X,o0) un objet de JII.

% On Introduit sur X 1'équivalence

X = v<>x1iy et yix«<«>rolx,y) = aO(x) = uc(y).

Soit X = X/ . Soit X la classe d'équivalence de x.

1

On remarque que x Z y et X y' — o(x,x") = o(y,y') : on pose donc
E(§,§'> = o(x,x').

On vérifie aisément que (X,5) est un objet de JTF qui vérifie (i).

5 On définit une relation R de X vers X par xRy <> x i y : on véri-
fie aisément que c'est un morphisme de (X,0) dans (X,0).

~

< or définit une relation S de X vers X par xSy <> x iy : on véri-
71. alsément que c'est un morphisme de (X,0) dans (X,0) et que

X SR x" <> x 1 x'

b~ ~, ~ o~
© x RS x' <> x 1 X

~Y ~
Ainsi R est un isomorphisme de (X,0) sur (X,0).

PROPOSITION 3.

L Pour tout treillis complet J,
1
{ tout objet de JTF est isomorphe a un objet de JTF wvérifiant (ii)

Preuve. Soit (X,0) un objet de JIF.

x* Soxt U = {(i,x) € JxX /1< ac(x)}. Pour chaque (i,x) € U, on adjoint
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a ¥ un nouvel élément X, (les (Xi) étant supposés 2 a 2

(x,1) €U
o A
distincts) : on obtient ainsi un surensemble X de X.
A A

% 0n prolonge 0 a XXX en posant

A A .
l o(x, y]) = O(Yj , X)) = j A a(x,y)

A ‘ . .
| O(xi, yj) =1iajnAolxy).

AA
Il est aisé de constater que (X,0) est un objet de JTF.
- - . . . - A A ’, .
% Ln particulier : uA(xi) = 1A uo(x) = i, Ce qui montre que (X,0) véri-
o
fie (ii).
- . . A , . 3
# Soit R 1la relation de X wvers X deéfinie par :
A
Si x € X et si z € X, xRz +>2z €X et o(x,z) = ag(x).

Une démonstration simple montre que R est un morphisme de (X,0) dans

RAEA
(X,0).

A
% 50it $ la relation de X vers X définie par
- /\ -
€ X et si x € X, zS8x <> 2 € X et o(z,x) = uO(z)

cu

A
z € X-X, z==yi(y € X,1i< aO(y)),

et 1< o(x,y).
) A A
5 est un morphisme de (X,0) dans (X,0). En effet,
S #@¢ car | si z € X : 23z
Z

A
si z=x, € X-X : z8S x.

A
On remarque alors que zSx <> o(z,x) = uA(z).
o
. , N
Si zS5¢t | on a de toute facon | o(z,t) = a,(2)
¥ ¥ i ; A 1] ] o 1
'St poz', ') =a,(z")

g
)

A A
Dion s(t,t") = o(t,t") = o(z,z").
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S1 =zSt . A
t aA(z) = o(z,t) < o(t,8) ;

O‘.A(Z) < o(t,4) o}

A A
d'ot o(z, L) » o(z,t) A o(t,d) = a,(z).
A o
de sorte que o(z,0) = a,(z) et zSL
o
_ A
x Si %, x' € X ; x SR x' <> o(x,x") = ao(x)
En effet,
x SR x'" <> 3 z € X, 3 x" € X, | xRz
zS =" (0)
aO(x) < o(x', x"
Supposons o(x,x') = ug(x). On a alors (0) avec z=%x et X =X .
Inversement, supposons que x SR x'. On a donc (0). Alors
A A
cir,x') = o(x,z) A o(z,x") A o(x",x") = aO(x) A aA(z) A o(x',x") = ac(x),

o}
de sorte que o(x,x") = uo(x).

b
N
o
I\

-
N
™

A A
= X : z RS 2" <> o(z,z") = a\(z)
o

A
;7S z' +> 3 x € X, 3 2" € X, z S X
xR z" (00)

A
aA(z) < a(z',z")
A o
Supposons 0{(z,z') = aA(Z).
g
Si z € X, ona (00) avec x=z et z"=z"

A A
Si z=y, € X-X et 2'€ X, ona o(y. ,z') = aA(y.),
i i AR
clest-a-dire | 1 <o ()

ia o(y,z") =i, c'est-a-dire 1 < o(y,z")
On a alors (00) avec x=2z' et z' =2z

A
Si z=y, € X-X et z' = yi, € X-X, on a

| <y '
L i<oa (), i <oa (")

A .
O(yi, yi,) = uA(yi), clest-a-dire i A i' A o(y,y") =1i.

g
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On a alors (00) avec x=vy et z'=y.
[nversement, supposons que z RS z'. On a donc (00). Alors :
A ‘ A A A A A A
S(z,2") > olz,x) A o(x,z") A a(z",z2") > uA(z) A ag(x) A uA(z) = aA(z),
A o o g
de sorte que of(z,z') = uA(z).
o

A A
% Ainsi R est-il un isomorphisme de (X,0) sur (X,0).

Remarque.
Méme si (X,0) vérifie (i), il n'en est peut étre plus de méme
AA

de {X,0) [songer au cas ou 1 < ao(x) et ob il y a déja dans X un élé-

ment v tel que ao(y)==i].

PROPOSITION 4.

L Pour tout treillis complet J, tout objet de JTF est isomor—
1
! phe & un objet de JTF vérifiant (i) et (i1).

Preuve.

& suitr  (X,c) un objet de JTF vérifiant (i1). Alors (i,g) vérifie

épatement (ii) (preuve immédiate).

% Ainsi, tout objet (X,0) de JTF est-il isomorphe 3 un objet de JTF

~ o~

. . .. N . A A
verifiant (i) et (ii), a savoir (X.o0).

Cela ne veut pas dire que JIF soit équivalente a4 la catégorie
des préfaisceaux sur J :@: pour construire un foncteur qui associe a un
préfaisceau F sur J un objet de JTF, on a réellement besoin du fait
cue F soit un faisceau (voir la remarque R). D'ailleurs, pour J
anti-ordinal, JTIF est un topos, alors que ce n'est pas le cas de la caté-

gorie des préfaisceaux sur J.
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§ 6 - QUELQUES RESULTATS LORSQUE J EST UN ANTI-ORDINAL.

PROPOSITION 5.

t Lorsque J est un anti-ordinal, tout objet de JTF est iso-
1

1 . . P e ‘s

i morphe & un objet de JTF vérifiant (iii).

Preuve. Soit (X,0) un objet de JTF (J étant pour 1'instant un treillis

de Heyting complet quelconque).

% Soit € 1'ensemble des familles (x,) d'éléments de X telles que

1k

. L [T — ' - '
v ok, k"o G(Xk,, Xk”) ac(xk,) A ao(x ), c'est-3-dire 1l'ensemble des

k‘l

1

famiiles "compatibles" d'éléments de X.

A chaque (Xk)k € €, on adjoint un nouvel élément a X : x. On

écrira X/ (%) pour rappeler que x est 1'élément ajouté & X a partir
Kk
de la famille compatible (

)

X ) On suppose en outre que les éléments

v
adjoints ainsi & ceux de X sont deux & deux distincts. Soit X 1'ensem—

ble ailnsi obtenu.

v
% On prolonge o a X en posant
. . v v
si ou € X, si X/ (%) € X-X : é(u,x) = g(x,u) = o(u,xk)
k" k

v
sont des éléments de X-X: y(x,y)==\\ O(xk, yz)

be . et y/
FG) S KL

v

VoV
(X,0) est un objet de JIF : en effet,
la symétrie de % est évidente.
v
Montrons que si z,t,£ € X : g(z,t) A é(t,ﬂ) < g(Z,ﬂ)
si z,t,£ € X, c'est évident
v
si par exemple 2/ (2 ) € X-X, t € X, L € X :
; k Vs e
3 \V} \
S, t) Aot L) =\v/o(zk,t)/\o(t,£) =\//[o(zk,t)/\c(t,f)]-<\¢/o(zk,2)==o(Z,£)
k bk k
car J est un treillis de Heyting complet.

v
si ty € X-X et si z € X, £ € X :
(t,)
h
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e A =/ o(zed AN ot L0 = N/ loz,r Yaoly O] =
h h h h
h h h5h, 1 2
= (o(z,t, YAaa (g, Daa (£, Yo, , O = .....
bohy by ohy oy by
..... =, [o(z,th )/\O(th 'ty )/\O(th D 1<0(z,0)
1 1 2 2
car (th) étant compatible : c(th . ) = oac(th ) A ac(th ).
1 2 1 2
v v
de méme si  z/ € X-X, £y € X-X et t € X.
(Zk) (Zh)

v v Y
Enfin, si zy € X-X, ty € X-X et 4y € X-X, les mémes argu-
(z,) (t,) @)
ments (treillis de Heyting complet et définition d'ume partie compatible)

permettent d'écrire que :

S0 A% = oGty AN fale k)= N/ oGt Y aoley L)) =
h,p

k,h k,h,,h,,p 1 2
= \\/' [o(z, ,t. YAa (£, )Aaa (£, )Aao(t, ,£)] =
Kb shy,D k*"hy)" ot hyT ol by P
\'
= \ oz, ,t, Yaole, ,t, 7 ao(t, & )1<N Solz, L) =0(z,0).
kyhyihy,p k" hy " hy by P kfg kop

v
% En particulier : pour tout X/(X ) € XX : av(x) ;\V/ao(xk)'
k o k

Vv e
% 5i J est un anti-ordinal, (X,0) vérifie (iii).

. . . AR .
Spit une partie compatible de (X,0) formée

| d'éléments de X : Xev s Xpn sees

v
L4 Z —_ .
d'élément de X-X : y/(yz), Z/(Zp) N

Remarque.

Si J est un ordinal, si £ sont tels que

1°P1

(v, ,z_) = v/ o(y,,z ), alors o(y, ,z_) =oa (y,) Ac (z_ ).
- Py o £’ 7p Kl 1 o ﬂl o "py

En effet,

N O(Y,Z’Zp) =O(y£1,zp )<o¢0(y£1)/\o‘,c(z )<\£/0&O(y£) /\\p/aO(zp) = ...

£,p 1 L
/
o (Ao (z) = 6(y,2) = \/ oly,,z).
A z\,pﬂp

Ainsi la famille X s Xy seees Yo ,zp ,... est-elle compatible dans
1 1

. . . V ’ .
(X,5) : on lui adjoint £ € X-X. Montrons que & est la borne superieure
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AR Y
dans (X,0) de la partie compatible de (X,0) donnée : cela résulte

tout simplement de ce que Yy est la borne supérieure des (y,) lorsque
q 3 £

1

€ X-X
y/(}'{j),) ’

% 4 nouveau, supposons seulement gque J soit un treillis de Heyting complet

v
On définit une relation R de X wvers X par

| si u€X, si vE€X:uRv<«>roalu,v) =a (v

i v N

L osiou € X, si X/ (%) € X-X : XR.x-e+\y/ c(u,xk) = ao(u)
k' k k

VoV
R est un morphisme de (X,0) dans (X,o0).

v
En effet, remarquons que dans tous les cas uRz <> 0(u,z) = uo(u)-

Ru # § car uRu.
Supposons
ukRz i v v v

|. Alors o(u,z) =a (u) et o(u',z") =a (u'). D'out o(u,u") < o(z,z").
u'Rz' o 0
Supposons

u ko 1

v v v
v . Alors 6(u,z") » G(u,z) A 0(z,z') =« (u).
' o
i (wy=<o(z,z") |
LV _
D'ou ofu,z') = uo(u) et uRz'

v
On définit une relation § de X wvers X par :

si u€X etsi v€X:uSv<>ro(,v) = ao(u)

% 4 v
si %/ () € X-X et si v € X : xSv ++S\/ O(Xk,v)=>\/ ag(xk).
k' k k k

. yv . .
S est un morphisme de (X,0) dans (X,0) lorsque J est un anti-ordinal.

v
En effet, remarquons que dans tous les cas zSv <> o(z,v) = av(z).
g
\
Sx # ¢ car J étant un antiordinal, si a (x Yy =, a (x ),
o 'k ok
1 k
on a xt;xk'.
1
Supposons
AN IY \

AR o) o}

v .
. Alors é(z,v)==uv(z) et g(z',v')==uv(z‘). De sorte que 6(z,z') <o(v,v')
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Supposons
Z 5V v v
Alors o(z,v') » o(z,v) A O(v,v')==uv(z) A O(v,v')=:av(z),
V(z)<cﬂv,v‘) Y o
| v 1 1
de sorte que o(z,v') = av(z) et zSv'.
g

PROPOSITION 6.

1 Lorsque J est un anti-ordinal, tout objet de JTF est isomor—

phe 2 un objet de JIF wvérifiant (i), (ii), (iii).

Preuve. 1). Lorsque J est une chaine compléte, si (X,0) vérifie (ii),
11 en est de méme de (%,g).

En effet, soit z € § et 1< aA(z)

E ou bien z € X. Alors il existz v € X tel que ao(u)= i et O(u,z)==dc(u)
E ou bien 2= X/, € %—X. Alors il existe k € K tel que 1< ug(xk)

1k

(puisque J est une chalne).

On sait qu'il existe u € X tel que ao(u):=i et O(u,xk) = aO(u).

. \Y N ,
Mais alors O(U,Xk) = ag(u) et O(Xk,x) = ac(xk), d'ou résulte que
v
gu,x) = a (u).
o

?). Lorsque J est un anti-ordinal, tout objet (X,0) de JTF

~ o~

YA,
A A
est isomorphe a 1'objet (X,0) de JIF qui vérifie (i), (ii) et (iii),

comme cela résulte aisément de tout ce qui précede.

Bgmarques.
(1). On retrouve un résultat de Mycek (cf. [3]) : lorsque J est

un anti-ordinal, les catégories JTF, $(J) et F(J) sont équivalentes

len particulier JTF est un topos].

(2). Les propositions 2,3,4 sont vraies pour n'importe quel treil-

Iis complet J.
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Les catégories $(J) et F(J) sont définies avec un treillis

de Heyting complet, la proposition 1 nécessite cette hypothese.

v . cqqs
La définition méme de (X,0) nécessite que J soit un treillis

de Heyting complet, mais sa bonne utilisation veut que ce soit un anti-

-~ordinal.

§ 7 - ET LORSQUE J N'EST PAS UN ANTI-ORDINAL ?

PROPOSITION 7.

Si le treillis de Heyting complet J n'est pas une chaine, il

existe un objet de JTF qui n'est isomorphe & aucun objet de

e e e o) et ) e

JTF vérifiant (iii).

Preuve.
% Soit J un treillis de Heyting complet qui n'est pas une chaine.

[l existe deux éléments incomparables j et k. Soit i=3j A k (L <3j, i <k).

x Soit X = {a,b}.

Or Jdéfinit un objet de JTF par : | o(a,a) = ao(a) j

|

o(b,b)

i
1]

a (b) k
e}

g(a,b) = o(b,c) =1

* Supposons qu'il existe un isomorphisme R de (X,0) sur un objet (Y,7)

de  JTF vérifiant (iii), et soit S 1'isomorphisme réciproque : SR =1i.
Or si u,v € X : u i v <«> olu,v) = aO(u) <> u=v,

De sorte que SR est 1'égalité. Montrons qu'il en est de méme
de S . R
en effet, si u,v € X : u SR v »uSRv »u=v ; et d'autre part si u=v,
puisque uSRu, 11 existe l vey tel que | uRy
u' € X ySu'

uO(u) < o(u,u').
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Mais dans 1'exemple simple proposé, ce n'est pas possible que si u'=u,

de sorte qye u S, R u.

D'oi a$S,R a, et il existe un élément y de Y tel que
aRy et ySa.
b S.,R b, et il existe un élément z de Y tel que

bRz et zSb.

Alors

a ta) < uT(y) < aO(a) - aT(y) = ao(a)= i

” — aT(y) A aT(z)==j A k=1,
a (b) <a (z) <a (b) »a (z) =a (b)=k

o T g T o

o(a,b) < 1(y,z) < o(a,b) - 1(y,z) =o(a,b) = i==aT(y) A uT(z).
Ainsi {v,z} est-elle compatible dans (Y,7). Comme (Y,1) vérifie (iii),

il existe t € Y tel que aT(t) = GT(y) v QT(Z) = j Vv k.

St # ¢. Soit donc u € St. aT(t) < aO(u), ce qui est impossible puisque

iv k>3 et i v k>k.

Conclusion.

# Lorsque J est un anti-ordinal, les catégories F(I), $(J) et JIF
scnt équivalentes, et tout objet de JIF est isomorphe a un objet de JTF
qui vérifie (i), (ii) et (iii). Wu Tao (cf. [6]) montre que dans le cas
encore plus particulier ot J est une chaine finie tout objet de JTIF

est isomorphe i un objet de JTF, [c'est-a-dire 4 un objet de JIF véri-
fiant (iii) de facon triviale, puiqu'alors les seules parties compati-
bies sont les parties réduites a un é1lément] : qu'en est—il lorsque J

est un anti-ordinal infini ?
* Lorsque J n'est pas une chaine compléte, la catégorie JTF est donc

“slus riche en morphismes" que les catégories F(I) et 3(0).

e
EAY

11 reste le cas intermédiaire —quand J est une chaine complete sans
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Stre un anti-ordinal- pour lequel nous n'avons pas forcément élucidé la

situation. C'est hélas par exemple le cas de J = [0,1].
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