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21,3 Propriédtés de la Z-~complémentation dans le treillis (T,A,V)

Z.1.3.1 Opération interne de (G,*) et Z-complément

proposition : V (T,A,V)

[ (T,~,Vv) est un treillis Z-complémenté par * et par (z.). €1 =
171 ¢
101, vadT : (a%*a, =a.%a =2z, ) ] .
i i i

on effet @ v (T,ALV)

(1T,~,V) est Z-complémentéd par * et par (z.). 1™ Vi€TIl, Va¢erT
i1
t a%a, =a*(z,%a') =3z, )=> Y¥Y1i€I, VacT : (a*a. =
1 1 1 1

a. Fa o= oz, ).

proposition = W (T,A,V) e

I (T,A,V) est un treillis Z-complémenté par * et par (Zi)i c1”
N
[ 1) va,beT (5]. =b<::>a=13i)
2 vacr :(ag=a)ll
en effet @ v (T,A,V)
(T,A,V) est Z-complémenté par * et par (zi)iCI = V1€T :
[ 1) va,beT : (;.:bf—:‘»z."'\'a'=b¢:>z."<b'=aﬁ>a=g.)
i i i i
2y vacdrT : (3, =z.%(@.)" =z, % (2. %a")' =
i i i i

)

i
z.*((z.)"'*a) = a ].
1 1

2.1.3.3 Lois de De Morgan

proposition = W (T,AN)

[ (T,A,V) est un treillis Z-complémenté par * et par (z.,). , =
i7i €

T
N B B
[ 1) va,bcT : ( (a~b), =a. Vb, )
_____ “_‘-l ___l __l
2y Ma,ber o ( (aVb)i =a,Ab. ) ]]
. 1

cn effet V (’f,/\’\/) :
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(1,7 V) est Z-complémenté par * el par (z. )1 €1 = Vi&l :
1Y Va,b (T ('(é/\b)m. = z. % (anbd)' =z,*( 'Vh') =
' i i

(z T a )V(/ *h') = glVb. )

i
2) Ya,beT ¢ ( (a\’b) =z *(aVb)' = zi*(a'/\b') =
(z. *a )/\(z.*b') =a.Ab. )y 1.
i i i i

o1 304 Epalité et Z-complément

proposition @V (T,4,V)

(T',/,V) est un treillis Z-complémenté par * et par (Zi)i 1 =
L4

va,bfT : (a=bwa, =b, ) )]

1 i

en effet @V (T,A,V)
1, Y) est Z-complémenté par ¥ et par (Zi)i 1 = Vi€er

va,botT @ (a=bwoa' =b'" oy, *3" =z, %b' & a, = b. ) 1.

1 1 1 1

010305 Zecomplément de 1'élément universel et de 1'élément nul

proposition i v (T,A,V)

' (T,~,V) est un treillis Z-complémenté par * et par (Zi)i c1 et
t u est élément universel de (T,A,V) ou 0 est élément nul de

CELALVY )

2D 0= 1]
cn effet ¢ v (T,A,V)
(1,~,V) est Z-complémenté par * et par (Zi)i <1 et ( u est élément
miiversel de (T,A,V) ou 0 est élément nul de (T,A,V) ) = (1.1.2.3

prop. 1 et prop. 2 )

-
AN
o
i
co!

ot
It
N
2
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[&]]
—
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©L.1.53.6 Ordre de (T,A,V) et Z-—complément

proposition @V (T,A,V)

[ (1,»~,Vv) est un treillis Z-complémenté par * et par (Zi)i c1
IR
I va,bod (a<beb. € a,. 1
i i
cu oeffet V(T N, Y)

(T,A,V) est Z-complémenté par *

| va,b€T : (a<bheb <

J.1.3.7 Opérations internes

et par (Zi)iélﬂ vViel :

1

a' @z, *b" € z.%a'eb, <a. ) ].
i i i

de (T,A,V) et Z-complément

proposition =V (T,A,V)
[ (T,A,V) cst
TR
[ 1) va,beT
2) Va,b"T : ( a.Ab,
i i
en effet V(T ALY
('i,~,V) est Z-complémenté par *
1) va,beT

20 Ya,beT (a.Abh. €
i i

un treillis Z-complémenté par * et par (zi)i

((avb). € a.V
1 1

( (avb), = a, A
1 1

er

b, )
1

<G@Ab). ) 1]

1

et par (zi)i

b. < a.Vvb, )
1 1 1

= ViET
T 1

N

a.Vb. = (a~b). ) 1.
1 1 1

7.1.3.8 Z-complément d'un élément non nul et non universel

rroposition : V (T,A,V)

I (1,A,V) est Z~complémenté par
¢ 1iment universel de (T,A,V) ou
27 { a# 0 et a#uea

[ va

effet V(T ,A,V)

<0

(7,/,V) est Z-complémenté par %

* et par (Zi) et ( u est

1¢1
0 est élément nul de (T,A,V) ) =

Fuetat0)]]

et par (z.,), ., et (u est élément
i’i

<1

cniversel de (T,A,V) ou 0 est élément nul de (T,A,V) ) =

0 = u =

f ot T (a=uvoua=0wa

u ) J.

¢lément universel de (T,A,

V) et 0 est élément nul de (T,A,V)

=0 oua=u e (adueta#
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£.1.3.9 Inféricur et supérieur d'un élément et de son Z-compldément

proposition : V (T,A,V)

FOr,~.vY) est une chaTne Z-complémentde par * et par (Zi)i €1 et
1 est élément universel de (T,A,V) ou 0 est élément nul de
(TAV))

I vaflT : (at0etatusada # 0 et aVa £u ) 1]

en effet @0V (T,A,V)

(T,~,V) est une chalne Z-complémentée par * et par (zi)i €1 et

( ua est élément universel de (T,A,V) ou 0 est élément nul de

(T, AV) ) = u est élément universel de (T,A,V) et 0 est élément
rul de (T,A,V) et u=0et 0 =u:= (2.1.3.8 prop.)

{ vad<T (a#Oeta%uma#Oeta#uet;#uet5_19404—»

a4 0 et ava $u) .

s.1.4 Z-complémentation et complémentation d'un treillis (T,A,V)

proposition iV (T,A,V)
{ (T,A,V) est un treillis Z-complémenté par * et par (Zi)i €1 et
{(1,~n,V) est un treillis complémenté =

( o étant le Z-complément de a et (a le complément de a )

[ 1) (T,~,V) est Z-complémenté par * et par z (= zi)

(a)) o (vacT: (a*{a=12))
Ca))c»( 3afT (a*(a#z))]

2 ( vafcT @ ( a

1l

3 ( 3acT : ( a

i

cn effet 3 WV (T,A,V)

(1,n,V) est Z—-complémenté par * el par (zi),

DT et (T,A,V) est

complémentd =
L1y (T,~,v) a un plus grand élément u et un plus petit élément
0 = (1,MN,V) est Z-complémenté par * et par z (= Zi)
2% (vafct o (as= Ca ) @ ( vaéT @ (z*a' = Ca )) &
( vacT :« ( a*(a =z ))
33 3) résulte de 2) ].
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7.1.5 Sous~treillis d'un treillis (T,A,V) Z-complémenté

oroposition ¢V (T,AV), VY (S,AT,V'), un sous-treillis de (T,A,V)

(T,/,V) est un treillis Z-complémenté par * et par (zi). €1
i¢

ot (SN, V1) est un sous—treillis de (T,A,V) stable par passage

v Z-compldimentaire =

(EATLVTY) estoun treillis Z-complémenté par % et par (Zi)i €1 ]
enoeffet ¢ WV (T,ALVY, V(S,AT,V'), un sous-treillis de (T,A,V) :

KR

{1N,V) est Z-complémentd par * et par (Zi)i et (S,A",v")

€1
taire = (S,A7,V") est un sous-treillis du treillis (G,A,V) et

P (z.). ¢ Don vide et injective d'éléments de G : Vi ¢TI,
1 1<l
alS s (z,%a' = a' *zi £8 ) = (§,A",V') est Z-complémenté par
i

ot par (z.). .
P (?1)1 ¢I

0.2 Z—complémentation d'un treillis positif (T,A,V)

remarque 1

Yout treillis positif étant un treillis, toutes les définitions,
propositions et remarques sous 2.1 s'appliquent aux treillis
positifs. Sont en outre vérifides les propositions et remarques

suivantes

remarque 2
1) Tout treillis positif est minoré dans G; 11 n'admet pas néces-—
salrement une borne inférieure ou un élément nul
Y

51 e est éldment nul d'un treillis, alors ce treillis est

positif,

pioposition 1: ¥ (T,ALV) ¢
[ 0, ~,V) est un treillis positif Z-complémenté par * et par
(s ). . el e est élément nul de (T,A,V) =

CroAV) a un élément universel u = z, *e et z (= z.) = u ]
1
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cifet @V (Ts‘/‘>v) :

~,V) o est positif et Z-complémenté par * et par (Zi)i cq et e

ot dlément nul de (T,~,V) = (T,A,V) a un élément universel

NS

v, T e el oz (‘:: Z,) = .
1

iti92~2 sV (T,ALNV)

(1,7, Y) est un treillis positif et (T,A,V) n'est pas majoré

duna C = (T,A,V) nlest pas Z-complémenté ]

proetfet ¢ W (T,AVY)

C1,AV) est positif et (T,A,VY) n'est pas majoré dans G = (T,A,V)
ot minoré et n'est pas majoré dans G = (2.1.2.1 prop. 3) (T,A,V)

rn'est pas Z-complémenté.

voemarque 30

I treillis le plus largement utilisé dans la théorie des parties
floues d'un ensemble est le treillis ({0,1]},A,V), [0,1]T R,

"est donc un treillis positif Z-complémenté par + et par 1.

i3 Z-compldémentation d'un treillis négatif (T,A,V)

remarque 1o
Jout treillis négatif étant un treillis, toutes les définitions,
rropositions et remarques sous 2.1 s'appliquent aux treillis

nécoatifs. En outre, les treillis négatifs vérifient les propo-

citlons et remarques suivantes

pemarque 20

1) Tout treillis ndégatif est majoré dans G; il n'admet pas néces-

sairement une borne supérieure ou un élément universel.

Jr Si e est élément universel d'un treillis, alors ce treillis

cat négatif.



(=g
()

S (T, AV

Vioest un treillis négatif Z-complémenté par * et par

i

et e est ¢lément universcl de (T A,V)

z.) =0 ]
i

Poaoun élément nul 0 = 2z, e et z (
i

.o . N o (V2

Voest négatif et Z-complémenté par * et par (z.). cqete
i7i €

toCidment universel de (T,A,V) = (T,A,V) a un élément nul

e et oz (= 2.) = 0.
1 1
o ;j] \/(T’A,V) :

(T,7,v) est un treillis négatif et (T,A,V) n'est pas minoré
s O (TOALVY) nfest pas Z—complémenté ]

cifot @ v (T,A,V)
f1,V) est négatif et (T,A,V) n'est pas minoré dans G = (T,A,V)

col majord et n'est pas minoré dans G = (2.1.2.1 prop. 3) (T,A,V)

rlest pas Z—complémenté.
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S CONCLUSTON
Dane L'introduction, 11 apparalt que la complémentation au sens de
cadoh o du o treillis (PE)r,n,w), 7 = [0,1]1 = R, de 1'ensemble des
partics flouns d'un ensemble induit une complémentation analogue
sur te treillis ([0,1],A,V) et que, inversdément, la complémentation
seelom Zadeh du treillis ([0,11,A,V) implique que le treillis

(Pvye, v, 0), 1 = [0,1] 7 R, est complémenté au sens de Zadeh.

Fn observant que le treillis ([0,1]1,A,Y) est un sous—treillis du
treillis (R,AL,VY) associé au groupe commutatif réticulé (R,+), il
ent naturel, voire naif, d'essayer d'étendre la complémentation au
senn de Zadeh a des treillis possédant toutes les propriétés du
trefllis ({0,11,A,V), mais également i des treillis ne possédant

gu ertaines des propriétés de ce treillis.

On ¢st ainsi amené & complémenter au sens de Zadeh des treillis
gquetvonques (T,A,V), chalnes ou non, sous—-treillis d’un treillis
(C,~,v) associé a un groupe commutatif réticulé (G,*), si ces
trieei1lis vérifient certaines conditions. 11 est alors possible de

PR

[SEOLRN

sir plus largement les treillis susceptibles de définir un

enscmble de parties floues d'un ensemble de maniére que

1) ¢t ensemble de parties floues possede les propriétés algé-
hriques de 1'ensemble des [0,1]-parties floues d'un ensemble

2% ¢ot epsemble puisse &tre muni d'une prétopologie floue ou d'une
topologie floue dans des conditions semblables a4 celles de

I "ensemble des [0,1]-parties floucs d'un ensemble.

Il st loisible de se demander, pour terminer, ce que devient la
Zovornldmentation si 1'on affaiblit ses conditions en considérant
i seus—treillis d'un treillis associé a un groupe non commutatif
suoa monelde commutatif ou non et d'observer les propriétés de la

Z-cosnldémentation qui survivent dans de teiles occurrences.
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