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\ A PROPOS DES T-UNIFORMITES FLOUES ET DES T-ECARTS FLOUS

Notations et introduction :

® Dans la suite, I désigne 1'ensemble [0,1] des réels compris entre O et

® Une norme triangulaire sur 1 est une application T de IxI dans I

telle que
; T(a,l) = a
a<a' et B<B"™T(x,B) <T(a', B")
T(B,a) = T(a,B)
T [T(a,B), ¥] =T [a, T(8,v)]
Nous dirons que T vérifie BS si T( \/ a., B) = \/ T(aj,B)

jeJ jieyd

(c'est le cas par exemple des normes triangulaires;

T}(a,B) = min(a,B) et Tm(a,B) = max(a+B=l, 0)).

® Reprenant une ancienne idée de Menger, développée en particulier par
Schweizer et Sklar (cf [2] par exemple), Hohle (cf [3]) propose une
définition "probabiliste' de la notion d'écart flou et de la notion
d'uniformité floue. Nous allons montrer ici directement certains de
ses résultats, ainsi que le fait que toute uniformité floue peut-&tre

obtenue 3 partir d'unme famille d'écarts flous et qu'un résultat d'A. Weil



43

(vt [ 1] par exemple) dans le cas particulier ol le treillis des valeurs
d'appartenance est I et oll 1'opération binaire * est donnée par une
norme triangulaire vérifiant BS.

Notons que dans [ 4] Hohle étudie également des problémes de métrisabilité
d'uniformités floues, cette fois lui aussi uniquement dans le cas ol le
treillis des valeurs d'appartenance est I et oli 1'opération * est
donnée par une norme triangulaire continue, mais avec une définition
d'uniformité floue un peu plus sophistiquée (les axiomes noté&s plus loin
ul et ub différent) sans doute plus en accord avec les uniformités floues

selon Lowen.

i Voici les notions utilisées dans ce texte :

® réel flou :

un réel flou est une application £ de R dans I telle que

A £(u)
u€R

A4 £(u)

u €R

It
o

1
—

£ est croissante

£ est continue 3 gauche en tout point.

& désignera 1'ensemble des réels flous.

Un réel flou positif est un réel flou £ tel que £(0) =0

K

4 désignera 1'ensemble des réels flous positifs ; H d&signera le réel

]

flou défini par ﬂ H(r) 0 si r<o

i
LH(r) =1 si r>o.

} N.B. dans la suite, T est une norme triangulaire vérifiant BS donnée

T

i une fols pour toutes.
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ecart flou : Soit X un ensemble non vide.

Un écart flou sur X est une application d :

xxX > A * telle que :

—>
(x,y) dXy
el) d =H
XX
e2) d =d
yX Xy

~e3) T(dxy(u), dyz(V)) < dxy(u+V)

un écart flou d est une distance floue si de plus dXy = H = x=y e4)

on parlera d'espace pseudo métrique flou (resp. métrique flou) pour

désigner un ensemble X

muni d'un &cart flou (resp. d'une distance floue).

® niformité floue : Soit X un ensemble non vide

on

\

appelle uniformité floue sur X toute partie non vide
de IXXX telle que :
ul) her™®  kev,n>k-nev

u2) hkE€Vohak €V, o (hak) (x,y) = hx,y)ak(x,y)

u3) hix,x) =1

1

wd) hE€EV->h'EV, ot hl(x,y) = hi(y,x)

u5) ¥h €V,3k €V ,k0k<h, ol
T

(kok) (x,y) = / T [k(x,2z), k(z,y)]
T z €X



R UNIFORMITE FLOUE ASSOCIEE A UNE FAMILLE D'ECARTS FLOUS

TOUTE UNIFORMITE FLOUE EST ASSOCIEE A UNE FAMILLE D'ECARTS FLOUS

® Proposition |

Soit (da)a e p une famille d'écarts flous sur X . On définit

une partie V de IXXX par;

*
(1) h€Vv<e 3n€N , 3A, partie finie de A, tels que

1

¥x,y € X : h(x,y) = /\ d
a € A,

o 1

xy {Jn)

Alors V est une uniformité floue sur X (dite associée 3 la
famille (da) d'écarts flous sur X).

a € A

Preuve

* la propriété u l) est évidente.

foun st Gy = A d® Ay et ny > A\ (Lo
) n 2

e Xy = Xy n
o A1 9 1 a A2 9 2
clair que (h ah,)(x,y) = A di (l—ﬁ) » 00 n = max(n;, n,).
I a €A UA Y 2
1 2
* iLes propriétés u3) et u4) sont évidentes
*
* 45% @ Soit h €V ., Solent n &N et A1 partie finie de A tels que

h(x,y) = /'\ dz ( -l—n )
a € A1 Y 2

Posons k(x,y) = /A\ a* ( 1

a€a, ¥ ™

)
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ooV

0'autre part, pour tout z € X et pour tout o € A1

, 1 o 1 a 1
T(k(x,2), k(z,9)) <T( do_( )y , d (— ) <d__ (=)
Xz 2n+1 zy 2n+l Xy Hh

dome pour tout z € X : R(k(x,2z), k(z,y)) < A a* ¢ 1?9 <t (x,y)
a € A1 X2
de sorte que : (kok)(x,y) < h(x,y).
T

, . . . . e P . a
® Remarque : Si A est finie, 1'uniformité floue assoclée a (d )a €A

P . ~ a
est associée 3 l'unique écart flou d = A 4.
a €A

® proposition 2

1 Toute uniformité floue est 1l'uniformité floue associe 3 une famille
i

i

d'écarts flous.

Preuve

Soit V  une uniformité floue sur X
2pit D 1'ensemble des &carts flous sur X

- . 3 3 » - . - . *
Soit Dy la partie de D ainsi définie : Si F €D, FE DV e ¥n EN
[y =~ [ XXX P . 1
£V, ol F est 1'81ément de I défini par Fn(x,y) =F (—).

Xy o0

oLt V1 1'uniformité floue associée (comme il est dit a la position 1)

T
it

Scit h € V1

* - 3 - -
Par définition, il existe n € N et il existe une partie finie E de DV

2
cels que pour tout (x,y) CX :

. / 1
nix,y) & AN FX ( —E_) = A Fn(x,y)
F €EE Y2 F €EE

»our chaque F € E , F €V ; de sorte que hE€V.
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* remarques préliminaires .

z) Soit T wune norme triangulaire. Définissons T(al, cees up) par récurrence
*
sur p €N  par :
: T(o) =«
T(~w,p) est déja défini

pour tout p =2 : T(a],...,a ) = T[T(al,...,ap),a

p+l p+

.. . * - .
¢n peut montrer qu'on définit ainsi, pour chaque p € N , une opération

- ai iative . ; € : cen = ce.
daire associative . sur I ; et que ¥ o Sp T(uo(l)’ ,ag(p)) T(oc1 ap)

2} Soit T une norme triangulaire qui vérifie BS .

Si hl’ .., h sont des &léments de IXXX , on définit h O, ... O_h
P pT T'1

par récurrence sur p = 2 :

, (hy Op B (x,y) = Y T [h) (x,2) , h,(z,y)]
: z €X
H 1 = : =
i S1 p=2: hp+10 +++ Oph, hpOT(hp]OT s+» Ophy)
On montre que (hpoT .en OThI)(X’Y) = \y/ T [hl(xlul)’hZ(ul’UZ)""’

E
ul,...u I X
-..,h(u 1, y)]

: . 1 1 H H (S
* Lemme : Il existe une suite (hn)n >0 telle que ;} ¥n hn \

n n
l1(cad ¥x,y € X :

hoEX’Y) = 1)

= hA h !

=)
[}

jon
|

. <
¥n : hn+loThn+loThn+l\‘hn'
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1

1

Ted < i & < .
1 que kok <h_ et soit ¢ €V tel que KOTK <k . On prend hn+1

* Définissons f : XxX — IR par fx (r) =.{O si r<o

(X’y) %>fxv 1
: h Gy) si — <r<
2n+1
|
X r»1
it est facile de constater que pour tout (x,y) € X2 : fXy SN

En effet, posons hy =1, h1 = hAh . Si hn est construit, soit k &€V

e pe!

* Notons <fx!y > 1'ensemble des suites finies (xo,...,xp) d'éléments

de X telles que X, P

notons [r/p] 1l'ensemble des (rl,...,rp) € RP tels que
r. >0, ..., T _Det r, + ...+r =71,
i ) 1 P
(XO""’xﬁ> € <xly >, si (rl,...,rp) € [r/p]l , notons;

T(x, ...X ¢r, «o.T7)="T]I[Ff (ry), «o., f (r )]
0 p§ 1 P XX 1 xp_lxp
» définissons d : XxX = IR par dxy(r)
dxy(r)
(XO,...,xp) € <xl|y >

0 si r<o

0
(T seee ,rp) € [ r/pl]

* 4 =f y : en effet, puisque (x,y) €E<x|y>, on a

.t > - 1 = =
uxy(r) T(fxy(r)) fxy(r) si r >0, alors que dxy(r) fxy(r)

si r <0
2 +
* pour tout (x,y) € X° : dXy €A : en effet,
R

d & i = 3 < . = . > .
Xy I dxy(r) 0 si r<o; dxy(r) 1 si r>1 puisque fX

est alors égal & 1 j

=x et X =y .Si r€R,r>0, et si p=1

T(x,..

b

..xp%rl...

0

y(r)
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(xO,...,xp) € <x[y >
(rl,...,rp) € [r/p]

O<r<S<g ¢ =
T s dxy(r)

NS 5
N T(XveeX “T,00.T r + s-r) <...
.,xpv) €<x|y> 0 p. 1 p-1 'p )

(xo,..

(rl,...,rp) € [ r/p]

/

¢ =
(XO’.. T(xO - xp 331"'Sp) d (s).

(sy... sp) € [s/p]

v
. ,xp) € <xl|y>

Enfin dxy est continue 3 gauche en tout r € R : c'est &vident si r <0 ,

et 51 T >0

\;# dxy(s) = \\/ \\// T(xo...xpg sl...sp) =

S g <y 0<s<r (XO...XP) €<xly>
.o €
(Sl Sp) [ s/p]
\// T(xqe..x § Spe+-8 Y = ...
EKD...XP) €<xly> Py P

s, +...ts < r

1

. \V4 Y
(xo...xp) €<xlp> s < 0

(rl...rp) € [x/p]

= ---Xp) € < x|y> T(xo . xp§ rl...rp) =d  (r)

0
(rl...r ) €lr/o]
p

v
(puisque T vérifie BS, et puisque fX x est continue & gauche).
PP
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* 4 est un écart flou sur X :

. . 2 +
est une application de X dans A

3 = H si >0 : > = i
L - H,car si r >0 dxx(r) fXX(r) 1 puisque pour tout

.
TEN r h (x x) =1
n

b= dxy provient des remarques suivantes

(xo...xp) € <xl|y>=- (k- %) € <yl|lx >

(rl...rp) €[r/pl - (rp...rl) € [r/p]

fyx = fXy puisque chaque hn est symétrique
. T(ap...al) = T(ul...ap)

quant & 1'inégalité triangulaire, on a par exemple si u et v sont

strictement positifs :

Tad, _(u), d__(v)) =T [: N T(XneeoX U 000l ), ..
- ye (XO...Xp € <:x|z > 0 p{ I P’

S
(u]...up {u/pl
\/ T(yo...yqivl...vq)j = ...
v, .oy )eE<z,y>
Yot Vq
(vo.., cilw
vy € I/l
.tpuisque T vérifie BS)...= T(xo...xpyo...yq
S
(XO...xp) <x|z> dxz(U+v
. €< >
AR zly

(ul...up) € [u/p]

<
ul...upvl...va)'

(vl...vq) € [v/q]
puisque

W(XQ"'XP) € <fxlz > et (yo...yq) €< z[y > - (xo...xp y ...yq) € <:x]y:>

1
(ui;,.up) € [u/p] et (vl...vq) € [v/q] (ul...up vl...vq) € [ut+v /p+q]



*
* ﬁéur tout n €N hn+1(x,y) < d

Y B = !
sut d'abord hn+1(x,y) = th( ;E

*
Mentrons d'autre part, par récurrence sur p € N que :

(ixO...xp) e <{x

no= ] cela s'éerit £ (

Do L Si

s01t (x

> .
P 2 , soient 0...xp+1

Soir A = T(xo...xp+1 irl...rp+1)

Quitte 3 remarquer que A =

£
Xy

L

n

2

—) =h_, (¥’

) €E<x|y > et

*
y>,n€N, (r]...rp) €[r/pl » T(xo...x

1
( z_n_l)

- hn+1(x’z)'7

br

ot 1...rp) <th(x,y)

TPT(E () ,E, (1)) <

Q
|

40+1
. < 1
Sot h tel que T+ ...+rh s —
2
s I Sh<p, A T(ai,az,a3) » avec ; o,
si h=9p, A= T(al,az)

! :
= T(Xh+l"'xp+lé rh+2...rp+l\

cen T(hn+1(x,z), hn+1(z,y)) < ...

<
(hn+loThn+l)(X’y) hn(x,y)

D €T /p+]

(r....r
1 2

p+

T(xp+l...x0§ rp+1...r1), on peut supposer que

T(XO...xh§ rl...rh)

f (r, . )
xhxh+1 h+1

Y

/
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d"aprés 1'hypoth@se de récurrence,

. 1
< - - <
T(xo...xh }rl"'rh—l o Ty rh—l) < h +1(X Xh)
= ( L ) = (x X, )
© T Shhe+l o0 h’> “h+l

~p , d'aprés 1'hypoth&se de récurrence, o

<
3 hn+1(xh+1’ y)

. ~ . . - <
dans les deux cas, on voit aisément que A \.(hn+]oT hn+1 0T n+1)(x,y) < h (x,y)

1 *
. = —_— >
: dn(x,y) dxy( zn) = n+l(X,y), de sorte que ¥n €N

] € .
= V et d DV

* alors h(x,y) >=h1(x,y) =d (%) , avec d € D, montre que h S

Xy 1

—

; Topologies floues uniformisables

® Comme il est dit plus généralement dans [3] , on peut associer une

topologie floue (au sens de Chang) 3 une uniformité floue V

X

en posant

tu=_ 0 D@, od D, (1) (x) = V Tlu, hig,x)]
h&ev S

pour chaque € I

* 4 toute famille (d d'écarts flous, on peut associer une uniformité
E A H] p

¥ icf proposition 1), et donc une topologie floue;on montre que pour

‘ X - o 1

chaque 1 € 17 @ p (x) = /\ * u¥X T Cuu), /\ duX (—]
n €N o € A1 ot
Al partie finie de A



Provosition 3

Une topologie floue est uniformisable si et seulement si elle provient

:i'une famille d'écarts flous (comme le montre la proposition 2).

Di Topologies floues pseudo métrisables, métrisables
|

On dit qu'une topologie floue est pseudo-métrisable (resp. métrisable)
=i i2lle est associée 3 un écart flou (resp. distanee floue). Alors, il

existe donc un écart flou d (resp. une distance floue d) tel que pour

X |- ‘~ 1
P (x) = n.;N* u\E/XT[u(U),dux (—2;)]

chaque u &1

On a les résultats suivants :

Proposition 4

pour une topologie floue, il y a équivalence entre :

1) elle est pseudo—métrisable

[

2) elle est uniformisable, et associée 3 une uniformité ayant

P o inaiirpmim s et

une base dénombrable.

{tme base de l'uniformité V &tant une partie B de V telle que tout

élément de V contient un &lément de B).

Proposition 5 pour une topologie floue, il y a &quivalence entre :

411) elle est métrisable

2) elle est uniformisable, et associée 3 une uniformité ayant
une base dénombrable et telle que}

¥x, vy €EX [xty > 3h €V, h(x,y) <1]
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E Toujours a propos des topologies floues uniformisables et des ecarts fLous/

I Quelques définitions utiles par la suite :

= Soient (X,V) et (Y,W) deux espaces uniformes flous, et soit f : X 2> Y

On dit que f est uniformément continue si ¥k € W,3h €V , ¥x,y € X :

k(f(x),f(y)) = h(x,y).
51 fxf est l'application de XxX dans YxY définie par
(F<F) (x,y) = (£(x),£(y)), cela revient a dire que ¥k € W, (£x£) ) (k) € V.
% Soit (Xa,Va)a €, une famille d'espaces uniformes flou.
Posons X = T X* , et soit (pa : X *’Xa)a € a les projections associées ;

b
a €A .
s1 x € X1 on notera x = pa(x)-.on appelle uniformité floue produ it

de (Vu)u =\ 1'uniformité floue sur X ayant pour subbase les

(PW‘PQ)~1(h), of €A et h€V® Il est facile de voir que :

£ % v © il existe une partie finie A de A, il existe une famille

(!“5@ e, telles que . ¥ a € A ¢ e v*
- i ; a a o
xEVXsV €X: 'e(st) = /\ L7 (x s ¥)
a €A
1
#Soit  (X,V) un espace uniforme flou, et soit Y C X.
La partie V_ de 7Y définie par Kk €V_© 3h € v, k= h|_. est une
y y y<y

uniformité flouesur Y , dite uniformité floue induite sur Y par V.

+0n dira que deux espaces uniformes flous sont uniformément isomorphes s'il

existe une bijection uniformément continue de 1'un sur 1'autre dont la

réciproque est aussi uniformément continue.
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Preposition 6

‘out espace uniforme flou est uniformément isomorphe 3 un sous-espace

#4'un produit d'espaces pseudométriques flous.

Indications :

Soit (X, V) unespace uniforme flou.

D'aprés la proposition 2, il existe une famille (d%) d'écarts flous

o € A
a
(d )a €A

.

telle que V soit 1'uniformité floueassoci&e 3
. c . o . __— .. o . -
Pour chaque o © A , soit X =X , muni de 1'uniformité floue V associée
s ar s a

a 1’écart flou d .

Soit f : X > Z définie par : ¥ o € A , £(x)% x .

On montre aisément que f est une injection continue de (X, V) dans (Z, W)

2t -que grace a f- (X, V) est uniformément isomorphe & (f(X), wf(X))'
3  Metrique floue associée a un écart flou
Proposition 7
4 Soit (X,d) un espace pseudo métrique flou.
!
4 Pour chaque x € X , notons x = {y € X / dxy = H}
¥
£ - -
ﬂ Alors la relation xRy ¢ x = y est une &quivalence sur X.
i
! De plus, on définit une distance floue sur X = X/R par D__ = dXy
Xy

(on dit que c'est la distance floue canoniquement associée a d).

La preuve ne présente aucune difficulté.

Or remarquera que si x, = x et ;1 =y etsi r>0:
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gt o . > r_r'\ ' - = [l
iy Lo dxlyl(r) T [dxlx(———2 Vs dxy(r ), dyyl(——2 )] dxy(r )
pussque d =H et d = H.
X X vy
S ot dX (r) <¥/ d (r ) = d (r), et on montre pareillementbl'autre
1

inégalité.

Définigiggrz

Nous dirons qu'une uniformité floue V sur X est séparée si
yx,y EX[x#¢y2>x#y~> hE€V, hix,y) <I1]

,’Yi[
i I

Haustorff separation'" avec la terminologie de Hohle : [4])

Proposition 8

1 fout espace uniforme flou séparé est uniformément isomorphe & un sous

constituent la généralisation floue d'un théoréme d'A. Weil : cf. par

iE espace d'un produit d'espaces métriques flous. (les propositions 7 et 8
|
l exemple [1])

lndlcationa

soit (X, V) un espace uniforme séparé.

Reprenons les notations utilisées dans les indications données pour la
nreuve de la proposition 8.

4 chaque espace pseudométrique flou (Xa, da) on associe (comme le permet
la proposition 7) 1'espace métrique flou (ia,Da) . Soit g, la surjection

. a =a
canonique de X sur X .
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On montre aisément que (X,V) est uniformément isomorphe 3 un sous-espace

. . = n - A
dir produit des espaces métriques flous (Xa,Da), grice a X-_Mﬂﬂwg-g A x*

définie par A(x) = (ga(xa)& € A

“'injectivité de )X est précisément garantie par la séparation de V :
¢n effet, si £jh €V, hix,y) <1
“a €A, diy(%) <1 (cf la preuve de la proposition 2)

o |
P g, @

o
Pe g ) T P

“.;OLGA )<1

Ja €A,

za€A, g (X # 8,(v), d'ol A(x) # A (y)
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