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1. 1&xTRODUCTIOXN

¥
i

fa donnée d'un ensemble E et d'un treillis (t,A,V) permet de
dérerminer 1'ensemble TE des graphes d'application de E dans 7.
I'ne 1-partie floue At de E est un graphe d'application de E dans
v et 1'ensemble P(E)T des t-parties floues de E est 1l'ensemble

de- graphes d'application de E dans 1. On a donc t© = P(E)t.

5

. AU E E
(+,~,V) étant un treillis, (¢ ,A,V) tel que Va,b&t : aAb =
ini x et avb = sup x pour la relation d'ordre €, produit

w i la,bl x € {a,b}

de la relation d'ordre du treillis 7, 1 fois par elle-méme, 1 €E,

AU E . < . e qq
esl un treilliscar v est égal a T 1 . produit de 1 treillis 7
1 €E

égaux el que Il 1 est un treillis. En notant les opérations A

-
N
=1

-
¢

R B . . .
et V du treillis (v7,n,V) rvespectivement par N et U (intersection
et réunion), on a, puisque P(E)t = v, le treillis (P(E)t,n,uw) de
]1'ensemble des 1-parties floues de 1l'ensemble E pour les opérations

et o,

Si de treillis (v,A~,V) a un élément nul, respectivement un élément
universel, le treillis (P(E)1,, ) admet un élément nul, respec-—

tivement un élément universel. Il en va de méme si

1) (v,A,v) est achevé pour A, respectivement achevé pour V, respec-
tivement achevé

2y (1,A,V) est un M=treillis pour A, respectivement un M-treillis
pour V, respectivement un M-treillis

3y (1,A,V) est distributif, respectivement infiniment distributif
pour A, respectivement infiniment distributif pour V, respecti-
vement infiniment distributif, respectivement complétement

distributif pour A, respectivement complétement distributif pour

v, respectivement complétement distributif, respectivement
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f-distributif pour A, respectivement H-distributif pour V,
respectivement M-distributif, respcctivement complétement
Hedistributif pour A, respectivement complétement M-distributif
pour V, respectivement complétement M-distributif, respective-

ment modulaire.

e 1'¢galitéd TE = P(E)T et de 1'existence d'une bijection cano-
nique de TE sur 1'ensemble A(E,t) des applications de E dans v, il
résulte qu'a toute t-partie floue Av de E est associée bijective-
ment une application Haq de E dans 1, appelée fonction d'apparte-
sance (floue) de la t-partie floue At de E.

Fe

“i le treillis (t,A,V) est complémenté, respectivement complémenté
de manicere unique, le treillis (P(E)T,n,uw) est complémenté, res-
pectivement complémenté de maniére unique. Une relation analogue a
la précédente existe entre le treillis (7v,A,V) et le treillis
(PCE), vy ) s1 (1,M,V) est relativement complémenté, semi-complé~
ment é ou pseudo—complémenté (cf. Théorie des treillis, G. Szasz,
Dunced). De manieére particuliéve, on retrouve une méme relation entre
le treillis ([0,11,A,v), [0,1] = R, et le treillis (P(E)t,n,w), ou
[0,1] -~ R, si la complémentation du treillis ([0,1],A,V) est

comprise au sens de Lofte A. Zadeh.

te complément d'un élément du treillis [0,1] et la complémentation

du treillis ([0,1],~,VY) sont alors définis ainsi :

1} pour tout a appartenant a 1'intervalle fermé d'origine 0 et
diextrémité 1 dans R, a est Z-complémenté ( Z de Zadeh) ssi il
cxiste a appartenant a ce méme intervalle tel que a=1- a;
a4 est alors le Z-complément de a

2) comme tout élément de 1'intervalle fermé de 0 4 1 dans R possede

un Z-complément unique, on dit que le treillis ([0,1],A,V) est
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Z-complémenté de fagon unique.

Lo v-complément d'une t-partie floue d'un ensemble E ot v = [0,1]

et la Z-complémentation du treillis (P(E)r,n,w) sont alors donnés

de la maniere sulvante
1) pour toute 1-partie floue At de E, 7 = [0,1], le Z-complémentaire
de AT, noté At, est tel que u— = u, , ou encore, de maniere

At AT

équivalente, est tel que Vx€E UKT(X) = UAT(X) =1 - pAT(x)

2} toute t-partie floue de P(E)t étant Z-complémentée de fagon
unique, le treillis (P(E)t,n,w) est Z-complémenté de facon

unique.

Il peut y avoir quelque intérét a étendre la complémentation au
sens de Zadeh & d'autres treillis que le treillis ([0,1],A,V) en
la généralisant et a observer les propriétés de la complémentation

ainsl obtenue.
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"oOTRETLLIS (T,n,V) Z-COMPLEMENTE

Considérons un groupe commutatif réticulé (G,*) tel que le treillis
(U,A,V) est associé a la relation d'ordre < dans (G,*); les propri-—

"t ds suivantes sont alors vérifides

Gl 1t {G,*) est un groupe commutatif

GPo2 o Wa,t G <h=a#*c S$b* ;1 ures d
P2 va,b,cfG : [ a€b=a%c € ¢ ]; les structures de

groupe commutatif et d'ordre sont compatibles

¢h 31 va,b,c€G : [ a*(bAac) = (a*b)A(a*c) et a* (bVe)
(a*b)Vvi(a*c) ]
G A va,b€Gg @ [ (aADb)' = a’vb' et (aVvVb)' = a'Ab' ]

i

GR 5 : va,b,c€G : [ an(bVve) = (aAb)Vv(aAc) et aV(bAc)

(avb)Aa(ave) )

—~
[

Va,b¢G [ (aAb)*(aVb) = a*b ]
Gk 7 ¢+ va,b¢G : [ (e€aet e<b)=(a<a*bet b<a*b) ] et

[ (a€eetb<e)=(a*b<aet a*b <hb) ].

Considérons également un treillis (T,A,V), sous-treillis du treillis

(C,A V)

; (T,~A,V) est alors un treillis ditributif; introduisons en

outre les définitions sulvantes

N

(T,~A,V) est un treillis positif «» Va €T : [ e a
[

]
(T,A,V) est un treillis négatif = Vaf¢T : a<el.
Rappelons enfin les propositions suivantes permettant de se donner
des groupes commutatifs réticulés
- {G,+), un groupe commutatif, VP =C
P8 2 0°P et P+P P = (C,+) est un groupe commutatif préordonné
par la relation ¥x,v4G : (xS y=>y-x£LP )
GR 9 : P+P =P et Pn(-P) = {0} & (G,+) est un groupe commutatif
ordonné
CK10: P+P =P et Pn(-P) = {0} et PU(-P) = G < (G,+) est un

groupe commutatif totalement ordonné
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GR11: P est l'ensemble des éléments positifs de (G,+) =
(P-P = G et P, muni de 1'ordre induit, est tel que
V (x,y) ©P° ¢ (x,y) a une borne supérieure dans P ou (x,y)

a une borne inférieure dans P & G est réticulé ).

2.0 Z-complémentation d'un treillis (T,A,V) (quelconque)

So:t (T,A,V), un treillis, sous—treillis du treillis (G,A,V)
associé au groupe commutatif réticulé (G,*); par la suite, un tel

treillis sera simplement noté (T,A,V) sans autre indication.

2.1.1 Définition et propriétés fondamentales de la Z-complémen~

tation d'un treillis (T,A,V)

AN I I Défiqi&ions

définition 1 : ¥ (T,A,V)

1) (r,A,V) est un treillis Z-compliémenté par * et par (Zi)i €1 )

Ei(zi). L une famille non vide injective d'éléments de G
i€7

Vifcl, Ya¥¢T : (zi*a'=a'*ziET)
2 Vvaf€T : (a, =z, %a' =a'*z, ) est le Z-complément de a par
i i

* ¢t par z.: (ai). . est la famille des Z-compléments de a
i i
ar ¥ et par =z,
pal et par z,
3y (z.). cq est la famille de Z-complémentation du treillis
1 ks

(T,A,V); z. est un élément de Z-complémentation du treillis
i

(T,7,v) ]

déiinition 2 ¢ WV (T,A,V)
1) (1,A,V) est un treillis Z-complémenté par * et par z @ (T,A,V)
est Z-complémenté par * et par (z,). et {z }. est un
! ! P 171 €1 171 €1
singleton

) vatT i (a=z%a'" =a'%*z ) est le Z-complément de a par

* et par z (= zi)



19

5y » est 1'élément de Z-complémentation du treillis (T,A,V) ],

dérinition 3 ¢+ V(T,0,V)

[T, A,V) est un treillis Z-complémenté par * et par (zi)i €1 de
facen unique =y (T,7,V) est un treillis Z-complémenté par * et par
ix:)i<'1 et Va{(T, 3*b€T : Vi€l : b = Si ]

J.1.1.2 Unicité du Z-complément et famille de Z-complémentation

proposition 1 : V (T,A,V) :
[ (T,~,V) est un treillis Z-complémenté par * et par z & (T,A,V)

est oun treillis Z-complémenté par * et par (Zi)i €1 de facgon

nnigque )
en effet @ vV (T,A,V) ¢

1) (1,A,v) est Z-complémenté par * et par z = (T,A,V) est Z-compldé-

menté par * et par (z.). et {z.}. est un singleton =
! ! ( 1)1 €1 171¢71 &

&L

{(7,~,V) est Z-complémenté par * et par (Zi) et Vact€T,

i€l

J5bET : oz, . %a' = a. =b = (T,A,V) est Z-complémenté par * et par
i i

(z), . et Va€T, FHET : Vi€l :+ b = Qi = (T,A,V) est

Z-complémenté par * et par (z.) de facon unique
i

i€l

2) (1,AL,V) est Z-complémenté par * et par (Z')i‘:I de facon unique
171 €

L

= (T,~,V) est Z~complémenté par * et par (zi) et VactT,

1€1
AFbET ¢ VIET ¢ b = a; = (T,A,V) est Z-complémenté par * et

par (Zi)iC]' et YatT, 3I*HCET ¢ VIET : b=zi*a':>(T,/\,V)
st Z-complémenté par * et par (zi)i cq ot VYa€T, 3*bET
Vi€l 1 z. = b¥%a = (T,A,V) est Z-complémenté par * et par

(zi)j c et {zi}i €1 est un singleton = (T,A,V) est Z-complé-

mentd par * ot par z (= z.).
i

proposition 2 1 v (T,A,V)

=

[ (r,A,v) est un treillis Z-complémenté par * et par (Zi)i cp

.1 : la correspondance ¢, : T » T est une application
an»c,(a) =a
1

it

bijective ]
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cioeffet ¢ W (T,A,V)
CULM V) est un treillis Z-complémenté par ¥ et par (zi)i €1~
1 1) (d6F. 1) Va€T i (z %a'€1) = Va€T, IbET
(b=2z %a" =a. ) =c. (a) est un singleton = ¢, est
i i i i
unie application
2y [ VbEeT : (ci(a) = b<'>;1i = b z]._*a' = b &
a =z, “bh'" 1 = VbET ¢ ( Ci(a) = b admet une solution
unique dans T ) = C. est une application bijective.

proposition 3 1 V(T,N,V), un treillis Z-complémenté par * et par
(z.). .
17141
[ (r,A,V) est un treillis Z-complémenté par * et par z =

ie correspondance ¢ @ T »~ T est une application bijective ]

aw» cfa) = a

cooeffet @ v (T,A,V), un treillis Z-complémenté par * et par
Z.).
( 1)1 €1

1y (7, A,V) est Z-complémenté par * et par z = (prop. 2) ¢ est une
application bijective
¢ est une application (bijective) = (T,A,V) est Z-complémenté

par * et par (zi) de facon unique = (prop. 1) (T,A,V) est

i€l

un treillis Z-complémenté par * et par z (= zi).

.1.1.3 Z~complémentation du treillis (G,A,V)

proposition 1 V (G,A,V)

[ {G,~,V) est un treillis Z-complémenté par * et par (Zi)i €1 ]

en effet @ v (G,ALV)

({,n,V) est un sous—treillis de lui-méme et Vx€G, Va<¢rT

fuwal = a'*xe0 ) = (6,A,V) est un treillis, sous-treillis de
toi-méme et B(Zi)i . non vide injective : Vi¢I, VvacT

{ " gt o= g’ *zi €G ) = (G,A,V) est un treillis Z-complémenté par

ot opar (z.).
par 1)1 c1°

Fepelyque
{(t.,~,¥) peut €tre un treillis Z-complémenté par * et par (Zi)i €1
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mille dPElé ts de G te jue {z.1, = :
e d'¢léments dc elle que ZJs G

P2 Propridtés d'un treillis (T,M,V) Z-complémenté

i.2.1 Majorants, minorants

proposition 11 vV (T,A,V)

[ (7,A,VY) est un treillis Z-complénenté par * et par (z.). cr ™
i'i

[ ) vmcG : (méMaj T, respectivement m<Min T = z. *m' €Min T,
i

respecltivement zif\‘m' CMaj T )
2y (T,~,V) est majoré dans G, vespectivement minoré dans G =
(T,~,V) est minoré dans G, respectivement majoré dans G 1]
oneffet @V (T,AV)
(7 ,~,V) est un treillis Z-complémenté par * et par (zi). =
S -
[ i) vm“G @ ( méMaj T, respectivement m€Min T = (1.1.1.2

prop. 2) va“‘<T : (a, Smeon' < (a,) en’ < (z,%¥a")'»
i 1 i

m' < z,"%a e 2z, *m' < a, respectivement m € a, & a < z.*m' )
i i 1 i
z. *m' #Min T, respectivement z., *m' ¢Maj T
i i

2y (1,7,V) est majoré dans G, respectivement minoré dans G =

]

(T,~A,V) est minoré dans G, respectivement majoré dans G

(résulte de 1)) 1.

proposition 2 @ V (T,A,V)

[ {1,~,V) est un treillis Z-complémenté par * et par (z.)i S
i'i¢€
i %71 : la correspondance ¢. : Maj T » Min T est une
i ,
m »>c.(m) =z, *m'
i i

spotication bijective ]

cnoeffet o WV (T,ALV)

(1.A,V) est Z-complémenté par * et par (z.). = VicTl :
: i1 €1
1) {prop. 1) c. est une application
i
G wvnTHMin T o (e.{m) =nz.*m' =nerm' =z, % a6
i i i
R (zl.‘*n)' om o=z, %n' )] = vnéeMin T @ ( e.(m) = n admat
i i

une solution unique ) =» ¢, est une application bijective.
i



22

oopasition 3oV (T, AV)

COT ALY est oun treillis minoré dans G et non majoré dans G,
spectivement un treillis majoré dans G et non minoré dans G =
9 av) n'est pas Z-complémenté ]

¢

c¢trte proposition est la contraposée de la proposition 1, 2).

.Z2.2 Borne supérieure, borne inféricure

proposition 1oV (T,A,V)

[ (rT,~,v) est un treillis Z-complémenté par * et par (Zi)iG 1
|

[ sup T est borne supérieure (unique) de (T,A,V) dans G, respec-—

fivenent inf T est borne inférieure (unique) de (T,A,V) dans G =

ini T = z. % (sup T)' est borne inférieure unique de (T,A,V) dans G,
i

respectivement sup T = z, % (inf T)' est borne supérieure unique
i

de (T,A,v) dans G 1]

o effet @ W (T,A,V)

TPoaLv) est Z-complémenté par * et par (zi)i c1 ™ VieTl :

! sup T est borne supérieure (unique) de (T,A,V) dans G, respec-—
t ivement inf T est borne inférieure (unique) de (T,A,V) dans G =
1) sup T Maj Tet YméMaj T : (sup TSmem' < (sup T)' «
z.*m' < Zi % (sup T)' ), respectivement inf T €Min T et

]

VR EeEMIin T @ (n € inf Te zi* (inf T)' <€ zi*n' ) =

7z, % (sup T)' €Min T et (2.1.2.1 prop. 2) Vzi*m' €Min T :

EY
(z.*m" € z, *(sup T)' ), respectivement z. % (inf T)' €Maj 7T
i i
ot Vz.*n'€Maj T @ (z,%@nf T)' €<z, %n' ) =
i i i
inf T = z.* (sup T)' est borne inférieure de (T,A,V) dans G,
i

Hl

respect ivement sup T z.* (inf T)' est borne supérieure de
i
(v,A,v) dans G
2% (de 1) et de 1'unicitd de la borne supérieure et de la borne

inférieure d'une partie non vide d'un enscmble ordonné)

inf T = z. % (sup T)' est borne inférieure unique de (T,A,V) dans
i
O, respectivement sup T = z. % (inf T)' est borne supérieure
1

aique de (1,A,V) dans G .



23

osition 2 v (T ,A,V)

|ET,ALY) est un treillis Z-complémenté par % et par (Zi)i €1 =
| cup 'l est borne supéricure {(unique) de (T,A,V) dans G, respec-
tivenent inf T est borne inférieure (unique) de (T,A,V) dans G =
(1,7,v) est un treillis Z-complémenté par * et par z ]]
caoeffeot o W (T,AV)
(r.~,v) est Z-complémentd par * et par (z.). =
171 €1
cup T est borne supérieure (unique) de (T,A,V) dans G, respecti-

vement inf T est borne inférieure (unique) de (T,A,V) dans G =

(piop. 1) inf T = z,. * (sup T)' est borne inférieure unique de (T,A,V)
i

t

dans €, respectivement sup T = z, * (inf T)' est borne supérieure

\

unique de (T,~A,V) dans G = V151 : les z. * (sup T)', respecti-
venent les N % (inf T)' sont égaux =» Vi<l : les zi sont dégaux =
24}5"1 est un singleton = (T,A,V) est Z-complémenté par % et
par oz (= z.) ].
i

.o réeinroque de la proposition 2 est fausse; 1'exemple suivant le
1 P 5

2 € 2} est Z-complémenté par

yontre @ le treillis T = {x @ x €Q et x
+ ¢t par z = 0 et n'a pas de borne supérieure et de borne infé-

FLoure.

proposition 3 1 V(T ALY
f {1,~,V) est un treillis Z-complémenté par * et par (zi)i €1 et
sup 1 est borne supérieure de (T,A,V) dans G ou inf T est borne

intérieure de (IL,A,V) dans G ) =z = sup T*inf T ]

en effet @0 WV (T,A,VY)

.

I,A,NY) est Z-complémenté par * et par (Zi)i et ( sup T est

€1
Loine supérieure de (T,A,V) dans G ou inf T est borne inférieure de

Vs

(7.7,Vv) dans G ) = (T,A,V) est Z-complémenté par * et par z et

It

Cinf T = z%(sup T)' ou sup T = z* (Anf T)' = z sup T#*inf 7.

resarque 2

1 proposition "(T,A,V) a une borne inférieurc dans G et n'a pas

de borne supérieure dans G, respectivement (1,A,V) a une borne
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supdrieurn dans G et n'a pas de borne inférieure dans G = (T,A,V)
r st pas Z-complémenté’ est fausse; le contre-exemple suivant le

sontre :olo treillis T = {x : x7Q et 0 € x et x°

< 2}, sous-
treillis de (R,+), est Z-complémenté par + et par z = v2, il a unc

borne infdérvieure et n'a pas de borne supérieure.

S 203 Tldment universel, élément nul

aoposition 11 WV (T,AV) @

I {Tr,A,V) est un treillis Z-complémenté par * et par (zi)i €1 =
CET

g est ¢élément universel (unique) de (T,A,V), respectivement 0 est

~~

dément nul (unique) de (T,A,V) =20 = z, *u' est élément nul unique
i
(T,/,V), respectivement u = z, *0' est é1lément universel unique
i
ac (Tynv) ]

e oeffer @ v (T,ALV)

~

{1.A,V) est Z-complémenté par * et par (Zi)i 1 VieET :

1 est €lément universel (unique) de (T,A,V), respectivement O

cor éYément nul (unique) de (T,A,V) =9
17 u = sup T dans G et u €T, respectivement 0 = inf T dans G et
DeT =2z, *u' = inf T et z, *u' = u, ¢T, respectivement zi>%0' =
i i i

sup T et z. %0' =0, €T =0 = z, *u' est élément nul de (T,A,V),
i i i
respectivement u = z, *0' est élément universel de (T,A,V)
i
23 {de 1) et de 2.1.2.2 prop. 1) 0 = z, *u' est élément nul unique

de (T,/,V), respectivement u = z, *0' est élément universel
i

unique de (T,A,Vv) 1.

propesition 200 WA(T,ALV)

[ 07,A,V) est un treillis Z-complémenté par * et par (z,)i €1 =
i
I 1 est élément universel (unique) de (T,A,V), respectivement 0

cet élément nul unique de (T,A,Vv) = (T,A,V) est un treillis

ompldmenté par * et par z ]]

cffet ¢ W (T,~,V)

©hon,v) est Z-complémenté par * el par (Zi)i €1 =
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i sl é1ément universel (unique) de (T,N,V), respectivement 0
cat ¢lément nul (unique) de (T,A,V) = sup T = u, respectivement

faf T o= 0 o= (2.1.2.2 prop. 2) (T,A,V) est Z-compldmenté par * et

viardguce 1

I+ réeiproque de la proposition 2 est fausse (voir remarque 1 sous

preposition 3 0 v (T,AY)

Poor,n,v) est un treillis Z-complémenté par * et par (zi)i €1 et

{ . est élément universel de (T,A,V) ou 0 est élément nul de
(roav))y =5z =u % 0]

cnoeffet o W (T,AV)

(y.n,v) est Z-complémenté par * et par (zi)i €1 et (u est élément
waiversel de (T,A,VY) ou 0 est élément nul de (T,A,V)) = (T,A,V) est

J-complémenté par * et par z et (0 = z%u' ouu =2%0") =
u 0.

remarque 2o

.0 proposition "(T,A,V) a un élément nul et n'a pas d'élément
universel, respectivement (T,A,V) a un élément universel et n'a
pas d'élément nul =» (T,A,V) n'est pas Z-complémenté' est fausse;
ie contre-exemple suivant le montre : le treillis

%t x7Q et 0 < x et x* €2}, sous—treillis de (R,+), est

Aecompldmenté par + et par z Y2, il a un élément nul O et n'a

pos d'éTément universel.,



