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DEUX CATEGORIES ISOMORPHES D'ENSEMBLES TOTALEMENT
FLOUS QUI SONT DES TOPOS

(et article est une version résumée de la thése de 3&me cycle (/3/)
soutenue en octobre 1983, qui consiste essentiellement & montrer que
lee catégories JTF de D.PONASSE (/5/) et SetJ de HIGGS sont isomorphes

et que ta catégorie JTF est un topos lorsque J est un anti-ordinal.

t'article précédant immédiatement celui-ci dans le présent numéro de
BUSEFAL décrit entiérement la catégorie JTF et nous n'y reviendrons pas.
Nous reviendrons par contre sur la catégorie SetJ que nous décrivons,
piis nous mettrons en évidence un isomorphisme de catégorie. Enfin, on
exhibera dans JTF un objet final, des produits finis, un égalisateur,
des exponentielles et un classificateur de monomorphismes. Pour les

démonstrations, on pourra se reporter a /3/.

1- PREL[MINAIRES

Définition |

On appetle treillis de Heyting complet (t.H.c) tout treillis complet J
vérifiant la propriété suivante : pour toute partie I de J et tout
€1ément | de J : Viiyas = }/ iA7g

* ] (1611) ] 1€I(l 3
béfinition 2

On appelle anti-ordinal toute chaine J telle que toute partie non vide

admette un plus grand &lément, c'est-da-dire : pour toute partie non vide

. . . . A
I de J, 11 existe 1 e I tel que 1 = ./
o o] lel
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Remarques

1 ! est un t.H.c., on a : (A/

)(1'6' ) iel (11)
i'el’
Joute chaine finle est un anti-ordinal.

Tout anti-ordinal est un t.H.c.

I'l- LA CATEGORIE SetJ

Nous allons nous contenter ici de la décrire. Les démonstrations se

trouvent dans /3/. Remarquons qu'il faut supposer ici que J est un t.H.c.
Les objets de SetJ sont les ensembles totalement flous (/5/).

tes morphismes de A dans B sont les applications f de AxB dans J

vérifiant

IA

HI) o(x,x")Af(x,y) < £(x',y)

H2) 1(y,y"Irf(x,y) < t(x,y")

H3) f(x,yAM(x,y") < t(y,y")
. \/’ _

H4) yng(X’Y) a(x)

IA

V.8, 11 en résulte immédiatement :  f(x.y) < a(x)AR(y).
ie morphisme identité de A dans A est ¢.
ta composée de deux morphismes : f de A dans B et g de B dans C est

poi définie par : gef(x,z) = ;gg(f(x,y)Ag(y,z)),

Remarques
) Puisque o est L'identit& de A et t 1'identité& de B, on a, pour umn

morphisme f de A dans B : fog = f et rtof = f , ce qui se traduit par

H'I) QiA(O(X’X')Af(X’y)) f£(x',y)

H'2) V. _(1(y,y)rE(x,y)) = £(x,v")
yeB

et le systéme de conditions HI,H2,H3,H4 est Equivalent au systéme

BUOLH' L HBLHG,

2) Soient f et g deux morphismes de A dans B, les deux conditions

snivantes sont équivalentes

A

a) pour tout y ¢ B : f(x,y) < g(x,y) (x fixé)

b) pour tout y ¢ B : f(x,y) = g(x,y)
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En effet, 11 suffit de montrer que a) implique b) :

L,y = ;ﬂ(f<x,y'>AT<y,y'))

;'(t(X,Y')Ag(X,Y')Ag(X,Y)) car g vérifie H3
= ;}(f(X,y')Ag(X,y)) d'aprés a)
= g(X,y)A‘g}f(x,y') car J est un t.H.c.
= g(x,y)ra(x) car f verifie H4
= g(X,y)

Caractérisation des monomorphismes

s“oit f un morphisme de A dans B, alors f est un monomorphisme si et
seulement si la conditions suivante est vérifiée :

1) f(x,yInf(x",y) < o(x,x") pour tout y ¢ B.
Remargquons que cette condition est équivalente 3 la suivante :

(2) S,y (x",y)) = o(x,x")

e

Ea effet, (2) implique (1) trivialement, réciproquement si on a (1) :

G ) Y (E Gy G yy))
. y&ﬁ(f(x,y)Af(x,y)Ao(x,x')) d'aprés HI
&
= ;ZB(f(X,y))AO(X,X') car J est un t.H.c.
= g (x)Ac(x,x") d'aprés H4
= g(x,x')

On retrouve donc la condition (2).

Proposition

SetJ ainsi décrite forme une catégorie.

n peut consulter les démonstrations dans /3/.
e mombreux auteurs utilisent le fait que SetJ est un topos. Cecl a
érié démontré en utilisant la théorie des faisceaux. La suite a pour but
de mortrer que SetJ et JIF sont isomorphes, puis de montrer pas 3 pas
gue JIF est un topos, ce qui prouve €galement que SetJ est un topos.
De plus, grice d cet isomorphisme, nous pourrons construire effectivement

dans Set) un objet final, des produits tinis, des €galisateurs, des
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exponentielles et un classificateur de monomorphismes. Notons cependant
piusieurs points. L'isomorphisme n'est réalisé qu'en restreignant le
treillis J A4 un anti-ordinal. De plus, dans ma thése (/3/), je ne suis
pas parvenu a exhiber les exponentielles et le classificateur de
monomorphismes de SetJ. Par contre, aprés avoir trouvé les autres
caractéristiques de SetJ (objet final, produits finis, égalisateurs),

j al réussi a montrer directement que les résultats obtenus sont encore
valables lorsque J est un t.H.c. Il parait donc possible d'exhiber les
deux autres points et il semble (cela reste &videmment a montrer) que
|'on peut prendre pour J un t.H.c. Malheureusement, vu la longueur des
démonstrations dans JTF, il semble qu'il en serait de méme dans SetJ

e il ne m'a pas été matériellement possible d'achever le travail.

[[{- 1SOMORPHISME ENTRE SetJ ET JTF

tn définit deux foncteurs, 1'un de JTF dans SetJ, 1l'autre de SetJ
dans TF, de la facon suivante :
tes objets sont inchangés.
4 tout morphisme R de A dans B au sens de JTF, on associe 1l'application
R de AxB dans J définie par - \V/ '
R(x = X)A
(x,y) = a(x) y.eer(y,y )
A tout morphisme f de A dans B au sens de SetJ, on associe la relation
binaire f de A vers B définile par :
<fy si et seulement si f(x,y) = a(x).
Iheoreme
51 J est un anti-ordinal, les catégories JTF et SetJ sont
isomorphes (1'isomorphisme étant: celui décrit ci-dessus).

-

im montre donc dans /3/ les propriétés suivantes :
. v
£ est un morphisme de SetJ et f un morphisme de JTF.

T et O = iA (conservation de 1'identité).

: v 94 . .
“R = S2R et gof = éf (conservation de la composition).

- v
(R) = kK et (f)" = f (les deux foncteurs sont réciproques 1'un de

Flautre) .
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Remarquons que le résultat n'est valable que si J est un anti-ordinal.
fn effet, si J n'est pas un anti-ordinal, E n'est pas en général un
morphisme de JTF (1l ne vérifie pas rl %X # @). kn effet, il n'y a
ancune raison pour qu'il existe y ¢ B tel que f(x,y) = a(x), alors que
st .J est un anti-ordinal, cette condition est réalisée grace d H4.

Four plus de précisions, un contre-exemple est donné dans /3/.

1Y=J1F EST UN TOPOS

Théoréme

81 J est un anti-ordinal, JTF est un topos.

i1 «'agit d'exhiber pas & pas certaines propriétés décrites clairement

par J.C. CARREGA.

P

dans

Iy JTF posséde un objet final : 1= ({p},1,1)
o0 {p: est un singleton quelconque et 1(p,p) = 1(p) = 1.
1 » = (A,a,0) est un ensemble totalement flou, 1'unique morphisme

17

R de » dans ¥ est défini par : pour tout a ¢ A on a aRp.

) Dans JTF les produits finis existent :
A<B = (AxB,§,e) ol e((a,b),(a’,b")) = o(a,a")at(b,b").

les projections Py de AxB dans A et Py de AxB dans B sont définies par :

{&,y)pr’ s1 et seulement si g ((x,y),(x",y)) = a(x)Ag(y)
(i.e. o(x,x")IAe(y) = a(x)AB(y) )
(<‘y3gpv’ si et seulement si e ((x,y),(x,¥y")) = a(x)Ap(y)

3

(i1.e. a(X)AT(y,y") = a(x)Ag(y) )

. S ~ - .
$» Davs JTF, tout diagramme A ——> E posséde un égalisateur.
T

On pose ¢ = (C,y,p) avec C = A et
Sla,a’t = a(a,a")AV (t(b,b")AT(y,y")) pour b e Sa, b' ¢ Ta, y ¢ Sa’

? o3l o

en oy ta

On définit R par : cRa ssi vy(c) < a(c,a)A \/r(b,b') pour b ¢ Sa

¥

P i b
(&3 h Va

On a ators SR = TR et, s'il existe D et un morphisme R' de D dans A
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veritiant SR' = TR' , il existe un unique morphisme R" de D dans C

¢l gque RR" = R!

R T
C——A-—338
{ S
gﬁk\ //g'
b
4t ITF posséde des exponentielles.

On définit §é~= (BA,G,E) oli BA est l'ensemble des relations binaires
de A vers B vérifiant
rii Ra # @
riy si aRb et oa(a) = t(b,b') , alors aRb'.
S =t ' sont des €léments de B°, on pose
MCo,o " =0 j ¢ J /(akb et a'A'p') implique o(a,a')aj < 1(b,b")}

3

by = 3 pour §oe M(AL,AT).

Remarquons que si A est un morphisme de A dans B, alors M(A,A) = J

k]

Gone thi) o= 0(A,A) = 1.

ta, )2k 51 et seulement si il existe b' tel que a)b' et

aw{ayare(A) < v(b,b").

21 JT7 posseéde un classificateur de monomorphismes.

te classificateur est Q = (J,0,¢)
ot 04,3 = jalt st o# 3!
= | st j =3

l.e mophisme vrai v de W dans 2 est défini par

pvs 51 et seulement si s = 1.

~1 R est un monomorphisme de A dans‘g, le morphisme ﬁ'delg dans @

ciassufiant R est défini par

S1h RA, bRj si et seulement si jag(b) = Va(a)v Vi,y) pour

R 'b. oy o R(R_lb) et R 'y # R 1.

“1 © / RA, bRj si et seulement si jAB(b) \/T(b,y) pour v ¢ RA.
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Remarque

Il est possible de définir le classifiant R de manigre beaucoup
sius simple

On définit, pour tout b ¢ B, le degré de b par :

Dh = ¥ (1(b,y)A V . aca))
yeRA aeR ]y

R est alors défini par
oKj] st et seulement si B(b) < 6(Db,j).
On montre alors que R vérifie les proriétés exigées.

La démonstration ne se trouve pas dans /3/, elle m'a été communiquée

sralement par M. WU Tao, que je tiens ici 3 remercier.

] ' A t T
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