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UNE NOUVELLE CONCEPTION DES ENSEMBLES FLOUS

INTRODUCT LON

I~ Lo concept le plus simple (et sans doute le plus utilisé) est celui de
sous-ensemble flou d'un référentiel E fixé, E étant un ensemble (au sens
classique) non vide : toute application A de E dans 1'intervalle réel

b= 10,1, Une généralisation possible consiste a remplacer 1'intervalle T

par un treillis ayant de "bonnes'" propriétés.

2= O peut se libérer de la contrainte du référentiel et définir la notion
d'ensemble flou. Pour cela, on se donne un ensemble ordonné J des valeurs
d'appartenance, généralement J est une algdbre de Heyting compléte, un
ensemble flou est alors tout couple A = (A,0) formé d'un ensemble ordinaire

A ez d’une application a (tonction d'appartenance) de A dans J. Un morphisme,
ou application floue, de A = (A,a) dans B = (B,B) est alors toute application
ordinaire t de A dans B vérifiant pour touvt a ¢ A : a(a) < B(f(a)).

Un obtient ainsi une catégorie (/1/,/2/) possédant un certain nombre de
propriérés (/3/) : existence d'objet final, de produits finis, d'exponentielles,
d ¢épalisateur. Mais elle ne poss&de pas de classificateur de sous-objets
et ne constitue done pas un topos.

Une détinition différente, mais en fait &quivalente, d'ensembles flous a
€té¢ donnée par M.Eytan (/4/) dans 1'espoir d'obtenir un topos (FuzH),

malheureusement ceci n'est valable que lorsque H est une algébre de Boole

(/5 , /6, .3/

3~ tne auntre fagon de concevoir les ensembles flous consiste 3 moduler
(ou tuazzyfier, si on préfére) non seulement la relation d appartenance

(x #ppartient a4 A avec un certain degré de possibilité A), mais de moduler



également la relation d'égalité (x et y sont indiscernables & un certain
degre ). Différentes recherches ont été faites dans ce sens (17/,/87,/9/).
Cett: conception est assez naturelle pour un logicien car si 1'on souhaite
tormaliser une théorie des ensembles flous, par analogie avec la théorie
classique des ensembles, deux prédicats apparaissent comme nécessaires :
l'appartenance (¢) et 1'égalité (=), et il n'y a aucune raisom a priori
d’en moduler un sans moduler 1'autre.

tn avantage de cette méthode est que l'on obtient ainsi une catégorie
qui est généralement un topos. Evidemment deux questions se posent :
qu'est-ce qu'un topos ? Pourquoi un topos ? Nous n’'entrerons pas ici dans
les détails, signalons simplement qu'un topos est une catégorie possédant
une fogique interne, c'est-a-dire qu'en utilisant uniquement le langage
catégorique on peut retrouver les propriétés usuelles de type ensembliste
{inciustion, intersection,...) et ensuite céfinir des connecteurs logiques

qui teurs correspondent.

Dans et article, nous mous contentons de décrire un nouveau type
d'ensembies tlous, les "ensembles totalement tlous" (/10/), qui constitue,
nous sewble-t-il, une simplification importante des recherches citées

précédemment (/7/,/8/,/9/).

ENSEMBLES TOTALEMENT FLOUS

On fixe une fols pour toutes un treillis J (qui peut &tre [0,1]) qui
jouera le role d ensemble des valeurs d'appartenance et des valeurs

d'indiscernabilité,

Définition

ln ensemble totalement flou sur J (en abrégé : ensemble J-tf) est tout
triplet & = (A,n,0) ol :
& st 1 ensemble quelconque au sens usuel.
#st une application de A dans J, appelée fonction d'appartenance.
3t une application de A2 dans J, appelée fonction d'indiscernabilité.

Aveo lew trols axlomes :



eld (x.x) = a(x) ("réfléxivita")
el (x.x'1 = o(x',x) ("symétrie")
edy  (x,x ) rax',x") £ o(x,x™) ("transitivité")

Autrement dit, o est une relation d'@quivalence floue dans 1'ensemble
Flou A - ‘;z\,tl)-

“(x,x") mesure le degré d indiscernabilité de x et x'.
Remarque

'l résulte immédiatement de ces définitions, la propriété :

o(x,x") < a(x)ro(x")

RELATLONS TOTALEMENT FLOUES

Nous définissons ici une notion de morphisme entre ensembles J-tf qui

généralise celle d'application floues.
Définition

Sorent A = (A,a,0) et B = (B,B,1) deux ensembles J-tf, une relation R
totalement floue (en abrégé : relation J-tf) de A vers B sera toute
relatior binalre (au sens classique) de A vers B vérifiant les trois

axiomes

rl) kx # 9 (i.e. pour tout x ¢ A il existe y ¢ B tel que xRy)
r2) ixRy ot x'Ry') implique o(x,x") < 1(y,y")

ri) xRy et a(x) < 1(y,vy')) implique xRy

Intuitivement, on peut interpréter r2 et r3 par

St v,v sont des images de x et x', alors y et y' sont au moins aussi

Yty . '

tndiscernables que x et x'.

St v est image de x et si y' est suffisamment indiscernable de y,alors y'

est aussi image de x.
Remarque
Be res définitions résulte immédiatement la propriété

xRy implique a(x) < B(y)

ce qui généralise bien la notion d-application floue (/2/).



COMPOST I'LON DE RELATIONS J-tf

Solent A = (A’OL’O) ———R——) _BL = (B,B,T) ’—f-"i S = (C,Y,Q)

i) La cmposée habituelle SoR des relations J-tf R et S, définie par
x5 Rz =1 et seulement si : il existe y ¢ B tel que xRy et ySz
nest pas, en général une relation J-tf.

tn exemple est le suivant :

tn prend J = [0,1] , soit A = {x,y,z}, on définit sur A les fonctions o
e pAar al(x) = 1/3 aly) = 2/3 a(z) =1

o(x,y) = 1/4 o(x,z) = 1/4 oly,z) = 1/2

Soient R et S les relations de A vers A définies par

*Rv . xRz , yRy , zRz xSy , xSz , ySz , zSz
On vérifie que R et S sont des relations J-tf, leur composée, au sens
ordinaire, T = SoR est définie par : xTz , yTz , zTz

e n'est pas une relation J-tf car elle ne vérifie pas r3.

21 On est alors conduit 3 modifier légérement la définition habituelle
v 3 dérinir la composée, notée SR, par
<SRz 51 et seulement si : il existe y ¢ B et 2' ¢ C tels que xRy et

ySz' et a(x) < p(z,z2").
Autrement dit, cela signifie : xSoRz' avec z' suffisamment indiscernable
de

i'n vérifile alors que SR est bien une relation J-tf.

CATEGORIE JTF

vn peut alors définir une catégorie, notée JTF, dans laquelle
fes objets sont les ensembles J-tf.

Les morphismes sont les relations J-tf.

an verifie, en effet, que

la composition des relations J-tf dé&finie comme ci-dessus est associative.

Pour tout ensemble J-tf, A = (A,0,0) , il existe un morphisme identité
qui st la relation lA de A vers A définie par
<L »" s1 et seulement si o(x) = o(x,x').



MONOMORPHISMES DE JTF

~olt % une relation J-tf de A = (A,a,0) vers B = (B,B,1).

[neoreme

Pour que R solt un monomorphisme, 1l faut et il suffit qu'il vérifie

aRb ot a'Rb' implique o(a,a') = ata)aa(a")at(b,b")

tnoerret
i} Supposons que R soit un monomorphisme et aRb et a'Rb'.
Posons ¢ = ({c},y,p) ol {c} est un singleton quelconque et
) = e,y = a(a)ra(a’)Aat(b,b").
2tinissons la relation S de {c} vers A par :

¢ Sx 51 et seulement si vy{(c) < o(x,a)
o vérifie facilement que S est une relation J-tf de C vers A.
Il en esr de méme de la relation T dé&finie par :

I 53 et seulement si y(e) = o(x,a')
t'1 véritle que RS = RT et, comme R est un monomorphisme : S = T.
im a  csa, donc cTa, soit : a(a)ra(a')rt(b,b') < o(a,a').

of

inégalité inverse étant triviale, on a donc 1'égalité.

) Supposons avoir la condition du théoréme, soient S et T deux relations
d-tf 4'un ensemble J-tf C dans A telles que RS = RT.

Supposons c¢Sa, Ra # @ donc il existe b tel que aRb, par suite cRSb, donc
ansst oRTh, donc

Il existe a' et b' tels que cTa', a'Rb' et vy(c) < 1(b,b").

aRt et a'Rb' done o(a,a') = a(a)ra(a'")rt(b,b")

osz, done y(e) < a(a)

cTet, done y(c) < a(a'). En outre vy(c) < t(b,b').

Dore  «{¢) < o(a,a’), or cTa', donc cTa. Il en résulte S = T et donc

R est un monomorphisme.
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