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UNIFORMITES ET PROXIMITES FLOUES ;

TOPOLOGIESFLOUES UNTFORMISABLES

§ < Rappels :

%o0it X un ensemble non vide .

Une uniformité sur X est un ensemble WL de parties de XxX tel que :

U FE%L > UDA = {(x,x)/x € X}
X

U'fcu-et VDU»VEH’-
UE(u,et VC—'U—>UOVG”«
p = W=t e

U =W i1 existe veEW telle que VoV C U .

me cnirormité W sur X , on associe une topologie définie par (1) :

“{a), ol U) ={x€X/dz€A, (z,x) € U}.
Y.

e

% Op oaposel o proximité sur X (voir par exenmple [3]) toute relation binaire

A sur sy tlle que :

AANB~>BAA

(AUB)AC®AAC ou BAC.

AAB>A#@ et B¢ ¢ .

AAB > il existe E telle que AL E et (X-E) A B .

ANB+ O >AAB



i<
s

A une proximité A sur X , on associe une topologie définie par (2) :

x €A©xAA (x mis pour {x}) .

* A une uniformité 1L sur X , on assocle une proximité sur X définie par

(3 : a0 o5l v nuE #46 .
Ei;azk

(2)
\\\\\ \N

(1) >r1

On a le diagramme commutatif U

De sorte que toute topologie obtenue par (1) & partir d'une uniformité est
aussi obtenue par §2) 2 partir d'une proximité.

Mais on montre par ailleurs que toute topologie obtenue par (2) i partir d'une
proximité est complétement réguli&re (voir par exemple [3]) et on sait qu'alors
elie peut étre obtenue par (1) 3 partir d'une uniformité (voir par exemple

f21).

De sorte que, pour une topologie T , il y 'a &quivalence entre :

T est obtenue par (1) 3 partir d'une uniformité

partir d'une proximité

s

T est obtenue par (2)

T est complétement régulidre.

Dans ces conditions, nous parlerons de topologie uniformisable .

L

Matériel flou utilisé

A
t
'
|
{

{13 So:t X un ensemble non vide.
Comme dans [9], on consid@re la structure floue oli les valeurs d'appar-
tenance sont dans I =[0,1] . On désignera dans toute la suite par
*® .. . " B . *
a * 2 1'involution décroissante o > l-a de [0,1] , et par 1 1a

partie floue x 1 - nu(x).
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* Par topuiogie floue sur X , nous entendrons une topologie floue au sens

de Chang [ 4!,

* Comme hutton dans [5], on appelle uniformité floue sur X tout ensemble

d'application de IK dans IX tel que
i X (T k k
Dca-mea® T /o Du et DU WY = UGN
: k k

oo

o/ # ¢

;yGEED*Aéi et ADD“‘)AE:@

é,)E‘FD et EEgD‘“’D/QIEE , oll (DRD)(u)= N [p) VE(@®]
v Uop=y

[ E@‘* D“l 5@, oil D—l(u) = N 0
* C*
D(p) — M

4 e -
Q?QB'* il existe £xE:wD telle que Do AC D, ol

)

Gob ) = DD Gl

3

A ure ant oo fone iy ¥, un associe une topologie floue par (4) :

8 Qs x __xP
A0 &, Dp) T

% lgmme ovica de proximité floue sur X , nous prendrons la notion de L-P

sroxims i floue sur ¥ que nous avons irtroduite dans [8] , moins restritive

wge ta arion de proximité floue introduite par Katsaras.

izprelone o'une L~P proximitd floue sur X est une relation binaire § sur

dv 7 vl
{(n U vy & = udr ou vép
péy o p-F @ et v # P

ngv > i1 existe A € IX telle que ugr et X §v

guﬁ) = udv




/

¥ * .
otli uch *';3)(€5X , W) (x) > 1o u€yv ¢ vy (relation de "q:coincidence"

déja utilisée par Liw-Ying-Ming et Pu Pao-Ming dans [7] ) .

A une L-P proximité floue & sur X , on associe une topologie floue sur X

* . s ) ‘ .
par {53) + u = N p . A une uniformité floue sur X , on associe une

p fu
L-P proximité floue sur X par (6) : puév © ¥ D Egb : D(p) W’D(v) (cf [8]).

(2) Intervalle réel unitaire flou : (cf par exemple Hutton : [5])

* On désigne par J l'ensemble des fonctions A : R > I croissantes, telles due
t 20 {t) =0 et t>1—>x(t) =1, aprés identification de A et p
lorsque ¥t € R : A(t-) = u(t-) et A(t+) = p(t+) , ol par définition

R t\/ M) et A(r+) = /A\ A(a).
ot u>t

,
On munitfj de la topologie floue ayant pour subbase {A¢, B, / t € R}, ot :
P y ts By

A, est 1'application de § dans I définie par At(k) (=)

L

‘ *
B, est 1'application de | dans I définie par Bt(x) = A(t+)

* Nous diromns qu'un espace topologie flou X est complétement régulier si pour

tout ouvert $& de X 11 existe une partie L de IX et une famille (fu)u €1

tellas que

U u =
UEeL

pour tout u € L | fu est: une application continue de X

dans ]
pour tout u € L , pour tout z € X

u(z) < £ (2)(0+) S 1 () (1) S (2) .




§2 | Résultats déjd prouvés / :

* Preposition | (J. et J.L. COULON , [8])

§
(67‘ (5)
‘n a le diagramme commutatif 21)
%T

-~

Je sorte que toute topologie floue obtenue 3 partir d'une uniformi-

té fioue peut-8tre obtenue 3 partir d'une L-P proximité floue .

‘opcsition 2 (B. HUTTON, [5])

=

‘me Lopologie floue est complétement réguliére, elle peut-&tre

obtenue d partir d'une uniformité floue.

§3 3
“igpisiiton b Toute topologie floue cbtenue par (5) & partir d'une L-P
2roximite floue est complétement régulidre.
* 1 & est une L-P proximité floue, udv ¢ ués ( v é&tant
Cadherence de » au sens de la topologie floue associée par (5) a ).
et ten . pdu < péy puisque v Cy ; inversement, supposons que ugv @«
. ~ X * L -
wiars L sxiste A €71 telle que pfr et A §gv . Mais v C ) (car
- * -
podr rout xS 1 u(x) = /\ p(x) < A(x)), de sorte que ugv .
pfv
. . . .. X o *
* notarson introdulsons la relation binaire < sur I° : &l v e gy .
- -k * _ k
*oremacgue @ o<l v P Cvogoen effet , v o= N, e Cu ; d'od



* Lemme 2 : Si p<Jv , il existe un ouvert A (au sens de la topologie floue

associde par (5) d §6) tel que :

] Aad v

- * . *
in =ffet, supposons que ugv : il existe A] e 1% telle que né Al
*
Af v
1
O
Pogons A = )\1

R . * 0 & IR ' -
1/) (car si uéX , on a ué(xl) , cdone ué A] , et d'aprés le lemme 1

+

" * . * .. *
h oy xgv (car s1 A8v , on a a fortiori Alﬁ v )

* vreuve de la proposition 3

Sl la topologie floue associée par (5) & une LP proximité floue
i X

“eir 8 un ouvert de X .

(AY Soit o= {u € IX/ ud 8} . Alors = U u
u €L
x Hok
iroel bet U u o= U u = U u=( m*l].*) = £ =8 "= N
u €L u<l Q ug X ufgQ

{BY Scoir 4 L, fivée

Montrons qu'il existe une application fu : X 3 continue et telle

cue  Hr X roulz) S fu(z) (0+) < fu(Z)(l") < Q(z)

fen gui prouvera la proposition 3).



c

chaque F(t) est un ouvert
de X
t <s 2>F()]F(s) (1)

fanstruiscns une famille (F(t))t €p telle que

U F((t) =X .
teD

£ % et t > 1, on pose TF(t) =X

¢r chisi: pour F(O) un ouvert w tel que ud 0w (dont l'existence

crie par le lemme 2)

. 2m+1 . -
.81 t = ——, op construit F(t) par récurrence
2

cst un ouvert de X tel que (»QFK%D<1 Q

-1, et si les (F( méjl))k sont construits et sornt
s o kI . ? 2m+1]
= Yy E \-ﬂﬁ:l) ,on choisit pour F( = ) un ouvert de X
e ;
- - 2
i . 2 +1 nm+:
ST AR “ma“‘)‘< F( | )
o 2 2

. . i e e .z k k+1
SURERE TR !F{{;J)k et on vérifie aisément que F( -5 ) F( — )

T de sérifier que la famille (F(t))t €D vérifie bien (T).

ogar e sewr chagque oz = X et chaque x € R

%V PO
| fj(z)(x) = sup {F(t)(z)/t €D et t <x}
i i




3

0 si x<0

It

Y oPour fout z € X ¢ fu(z) (x)

fu(z) (x) =1 si x> 1
fu(z) est une application croissante de R dans
frnoeffer, si x <0 : fu(z)(x) = sup {F(t)(2)/t ED et t <x}=sup @ =20

il

5i > 1

5L X 1 fu(z) (X)
existe I €D tel que 1< tl<x (D étant dense dans R+) et
!f“{z}{x) == F(tl)(z) = X(z) =1

i wov, {t €D/ £t <x}C{t €D/t <y} et fu(x) < fu(y) .

rar conséquent, pour tout z € X, fu(z) représente un élément de 3

par abus de langage on notera encore fu(z). On notera donc encore fu

PVapriication d= X dans :) qui 3 =z associe ce réel flou.

pour tour oz € X ¢ ou(z) € fu(z) (0+).

‘noetiet ulz) <wiz) = F(O)(z) ; donc pour tout x > O :

Glzy sup IR (2)/t €D et t<x } = fu(z) (x) ; d'ot
iz .-f/\ fl_(z) (x) = fu(Z) (0+)
. ’\:} {) [4

£ {21 0%} < fu(z)(l-) : évident.

Folzyii-t S (2).
1

o~

fn effet, pour tout x <1, on a :

sour tout t €D tel que t <x :t<1 et F(t) CF) =8,
d'olt F{t)(z) < Q(z) de sorte que fu(z) (x) = sup{F(E)(z)/t €D
et xS Q(z).

Aol F {z) (=) = \j fu(z)(x) < Q(z).

<1

i

P "’} est continue.

que

I

sup {F(t)(z)/t €ED et t <x} =1, car il



e

HOSoT

it

-1
£, (AD %,

£

U F{£) (et est donc un ouvert de X)

€D
<t

m A if (z)] f (z)(t )- \/ f (z)(x)— \/ \/ F(L)(2) =

i) (z)

cout L

montrevr

= U FM }z

£ €D
£ <t

R

)

Lt
] i t) =

(z) = Bt [ "
/

N,
v (L) (

D

£ < x

;&)] (z) =

£

£

que, pout tout

e,V
D

AR
£ <x

x<t LED
£ <x
).
N ;(—[) (et est donc un fermé de X).

£ €D
£ >t

(z)] = EU(Z)(t+)

z)

/\ F(2) (2)

€D
>t

YyETI : a2y @

\

Foye) = v

A

fu(Z) (x) =
t

2 v (ce qui prouvera bien



S»>it £ ¢ D tel que £>t . On a donc \/ F(£)(2) =2 v
[l €D
£ <z

o pout tout 1’,1 €D tel que Zl <2 : F(ﬂl) CF(L) ; donc

F(Kl) CF) C F—(_E) , de sorte que Ph‘—(_zs(z_) =y

i RN

I

b: Supposons que B =y
Aiors pour tout £ €D tel que £ >t : ;‘—(Z) (z) 2 v
SIS RO O
comme D est dense dans R , il existe £ €D et KI €D tels que

7

<P <Tx o,

Z |
Py aque !i] €D, LED et tl <Z: F(Kl)q F(£) , c'est-a-dire

. * . . : * .
Filr b F(L), mais d'aprés le lemme 1 : F(El) § F(L) , et par conséquent

Fié:;:fiﬂ F(£) , d'oll nous retiendrons que F(Kl) CrL).
{1 »xiste donc L €D, £ <x tel que F{L)(z) >F(£1)(z) >y

dlon \/ F(L)(z) 2 v , et comme ceci a lieu pour tout x >t :
{eD

-

¢ <L x

/\ \\/ F)(2) >y .

«w >t L ED

2 <x
§4 § Conctusion
# Theoréme
011 ¥ un ensemble non vide, muni d'une topologie floue T . Il y a

!
f
!
P
[ aquivalence entre :
P



"1}y 1 peut 8tre obtenue (par (4)) 3 partie d'une uniformité floue

{(au sens de Hutton)
‘¥ 1 peut &tre obtenue (par (5)) & partir d'une LP-proximité floue

%Y 1 est complétement réguliére (au sens de Hutton).
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