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{. Introduction

L'hypothése qui veut que toutes les données intervenant dans un
vrogramme linéaire soient connues avec précision est trop contraignante
pour @tre réaliste. D'autre part, 1'idée longtemps accréditée et selon
taquelle la théorie des probabilités &tait un recours infaillible, une
sorte de panacée universelle, pour toute situation ol 1'imprécision et
l'incertitude sont dans la nature des choses, est en perts de vitesse. Pour
“tiliser un modéle probabiliste, il faut avoir des garanties formelles
quant & la nature fréquentielle des données imprécises en présence. Et
méme si celles-ci ont un caract@re fréquentiel, 1'hypothése de régulation
statistique qui stipule que la fréquence d'apparition d'un &vénement
sscille autour d'un nombre donné, 10rsque le nombre d'expériences aug-

mente, s'aveére fragile par moments.

Fine [3] par exemple montre que cette hypothése ne se justifie
nds pour une donnée fréquentielle dont la complexité de la zuite aléa-
rcire correspondante est inférieure 3 (i)—O(log 1) ot 1 est la .ongueur
de la suite et w son poids. Les données imprécises en présence de quel-
que nature qu'elles soient doivent 8tre prises en compte coiwe telles
1 elles sont les sesules disponibles. D'oll 1'intérét de cconsidérer
J'avtres mesures d'incertain afin de traiter des situations oii 1'approche
probabiliste n'est pas de mise. Je pense ici aux mesures de plavsibilité,
mesures de crédibilité [12], mesures de possibilité [16}. Dans ce qui
sult nous allons nous interesser aux mesures de possibilité qui ont 1'avan-
tage d'€tre en mesure de pouvoir englober dans certains cas des situations
aléatoires. En effet, en vertu du principe de consistance de Zadeh qui
dit: "Ce qui est probable est possible'; ce qui est descriptible en termes
de prcbabilités peut aussi &tre &tudié de manidre générale en termes de

possibilités,
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<. Programmation linéaire en présence d'informations possibilistes

Par information possibiliste, on entend une information qui donne
des €l1éments sur 1'aisance, la facilité avec laquelle des données peu-
vent prendre certaines valeurs. On peut &tablir une analogie entretﬁ
concept d'information possibiliste et celui d'archétype de Jung [4].

De la méme maniére que Jung suppose que notre structure mentale
est prédisposée & accepter certaines figures archétypiques, de méme on
neur aussli dire d'une donnée possibiliste qu'elle a une plus ou moins
grande facilité 3 prendre certaines valeurs plutdt que d'autres. Il
arrive fréquemment qu'on soit confronté i un probléme concret pouvant
#tre formulé en un programme linéaire et ol certaines si pas toutes les

connées sont de nature possibiliste.

La demande dans un probléme de production, les dépenses gouverne-
mentales dans un probléme d'évaluation d'offre pour ne citer que ces
deux exemples, peuvent n' &tre connus que de maniére approximative, leur
valeurs dépendant des contraintes ou des stipulations complexes diffi-
viles a expliciter. On peut donc les caractériser par des restrictions
floues [17] ou encore en termes plus savants par des distributions de
rossibilités [ 16] qui sont des sous—ensembles flous des valeugs a priori
rossible.

Soit le programme:
Max cx
A = b, i=l,...,m (1)

x 3 0

Jans un premier temps supposons que seuls les bi sont caractérisées par

fes distributions de possibilités I En général, il est difficile que

b.’
i
suffise 3 exprimer les contraintes qui définissent bi’ d'oti on lui
b
1. . - . . . . .
adjoint une contrainte supplémentaire Di’ qui peut aussi &tre un objectif

su'on désire que bi satisfasse et qui n'est pas pris: en compte par Hb .
= " P . i
et Di étant des sous—ensembles flous d'un méme référenciel Ui'

5.

2 détermination des fonctions d'appartenance de 1. et Di est une autre

b.
guestion. Néanmoins, on trouve une panoplie d'appr%ches dans la littéra-
rure parmi lesquelles la méthode des prototypes déformables de Bremermann,
ia méthode analytique de Kochen et Badre, la méthode de préférence rela-

tive de Saaty, expliquées et commentées dans [2] . Citons aussi 1'approche

paramétrique de Kuz-min [6].



Avant de proposer quelques méthodes d'attaque au probléme (1), nous in-
troduisons le concept de valeur déterministe possible qui sera utilisé

rar la suite.,

3. Valeur déterministe possible (V.D.P.)

Soit une variable, dont le domaine est restreint par une distribution

de possibilités T et soumis & une contrainte supplémentaire A,

X’
‘§aetA étant des sous—ensembles flous d'un référentiel U. Nous les suppo-
sons sans perte de généralité, des sous—ensembles flous compacts au sens
de Lowen [7]. On peut se poser la question légitime de savoir ce qui est
raisonable d'attendre comme valeur pour X. Pour ce faire, ncus introdui-
sons le concept de valeur déterministe possible de X étant donné A noté
‘C\ A).

b

Définition: La valeur déterministe de X &tant donné A est donné par le re-

-1
lation: VP(X\A) = UAﬁﬂéHaUt (ADHX)]
ou u,.., est la fonction d'appartenance de AﬁHX et
SOUL

on le terme entre crochet désigne la hauteur du sous—ensemble flou AﬂHX.
Cette définition appelle quelques commentaires:

a) Haut (ANT,) = sup p (u)
) AN
X U A HX

A et Ty étant des sous-ensembles flous compacts, AﬂHX 1'cst et le supre-

mum ci-dessus existe bien.

ta valeur déterministe de X étant donné A peut aussi s'écrive:

s Ay e oyl
v A = uAﬁﬂxmA(u)onX(.))

o1 fUuA(u)OHX(.) est 1'intégrale au sens de Sugeno de My Par rapport &

la mesure de possibilité Il Ou encore:

-1
(64 (U))
AﬁHX Al Ty

3
v (X\A) = u
P

le terme entre parenth@se &€tant la contactabilité floue de Aﬂﬂx[la]

©) Quelque soit la notation utilisée, la valeur déterministe possible de
X étant donné A est définie comme étant 1'élément du référentiel le plus

compatible 3 la fois avec les contraintes exprimées par A et Ty
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#st 1'inverse par la fonction d'appartenance de AﬂHX de ce que Yager
i1} appelle valuation possibiliste de A relativement 3 la distribution
. et de ce Kaufmann [5] appelle contingence sup min de A par Ty

‘image ci-aprés illustre 2 perfection le concept de valuer déterministe

sossible, Considérons une valise avec contour é€lastique. Supposons que

.2 valise ne puisse supporter que des objets d'un certain poids et ayant
me .ertaine dimension convenable. Supposons en plus que la valise ne
ontienne qu'un seul objet qui la caractérise; il est raisonable de s'at-

cendre & ce qu'on trouve dans la valise 1'élément dont le poids et la di-

mension cadre le mieuX avec les limites de la valise.

S1 X est simplement restreinte par HX alors Vp(X) = H;](Haut HX). Ainsi

scur le cas d'un nombre flou au sens de Dubois et Pradei2]; VP(X) n'est

rien d'autre que la valeur moyenne m.

A
?
e

4
-
e e >
.-
? &Qﬂi

.m peut par induction étendre cette définition pour le cas «i X est re=

stveinte par T, et des contraintes A ,...,A .
1° >n

X

- -1 -~ \
(¥ \A],..,,Am) = UUXOA] [Haut (HX«A NA )]

1---‘ n

™

o DA
n

“roposition

Soit X une variable restreinte par HX et la contrainte A. Supposons
cue 12 °,u°) est solution du Programme

N

Max A
T (w)
uA(U)
(3,u) ER XV
tlors VP(X\A) =yu°.

A

(2)

m
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Preuve: (2°,u°) solution de (2) ssi

)D

sup min (p,(uw),n_ (u))
€U A X

u® étant optimal on a:
% = min (n, (W)T (u®)) = “Aﬂnx(u )
o - . -1
et u® = yu, o Isup min (u, (W),N (u))] = u, . (Haut ATIL ).
Aﬂﬂx €U A X A HX X

croilaire:

-1 -1
] J \\.; = N N
\p(K A) 8 HX [Haut (A HX)] + 62uA [Haut (A HX)]

1

1 ] E \
& =

) / i N1 € Inm N .
] ’1/2 si Haut (A FX) ImHX ImuA

{ 0 si Haut (ADHX) € ImuA\ Tmil

ou
X.

s'obtient 4 partir de §, en inversant simplement Imll, et ImuA.

1
iﬁVY et ImuA désignant image de T

X

x et de My respectivement.

4. Quelques approches utilisant le concept de V.D.P. pour le probleme (1)

Reprenons pour 1'avoir plus prés des yeux le probléme (1)
Max ¢x

‘EAix = bi i=1,...,m

x> 0
o bi est caractérisée par la distribution de possibilité T, et la con-
rrainte D . :
i
savens que V (b, \D.) (que nous notons simplement par la suite Vﬁ(b.})
211 : pi

¥

<t la valeur la plus compatible avec les contraintes qui définissent bi

irse facto, la possibilité que bi prenne la valeur Vn(bi) ou oscille
I

sutour de cette valeur est grande.

150 nous allons adepter la stratégie qui consiste a forcer la solution

OPt gr pt soit dans un proche voisinage de

. ~ o
cptimale x etre telle que Aix

4.1, Méthode des pénalités

Ici on essaie de pénaliser les écarts entre Aix et Vp(bi)' Appelons:
coGt de pénalité au cas ot Aix dépasse Vp(bi).

&.: colit de pénalité au cas ol Aix est inférieur 3 Vp(bi).
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“cur expliquer ce que représente ces couts, reprenons l'exemple du pro-

»1léme de production:

4. x dépasse Vp(bi) peut s'interpréter comme ceci:
Ii est fort possible que la production dépasse la demande. I1 faut donc
srévolr un colt supplémentaire de stockage par exemple. Y; représente ce
it
Je méme Aix est inférieur 2 Vp(bi) peut €tre compris comme: il y a des
tourtes possibilités pour que la demande excéde la production. éi: colt
supplémentaire d'accélération de la production par exemple pour faire
vite face a la demande en attente,
jans la sulte ZI va désigner le surplus au cas od Aix dépasse Vp(bi) et
. ce qui manque lorsque Aix est inférieur & Vp(bi)' Nous allons choisir
ia pénalité pour 1'objectif 1i: Pi(X’Vp(bi)) de maniére 3 minimiser le
cofit total de pénalité. Pi(x’vp(bi)) sera donc la solutien du programme:

F g + -
{Min v.Z. + §8.Z.
; 11 i1

-2, Ax - Vp(bi) (3)

Jroposition: P, (x,V (b, > -o ggi y. +6. 20
Zrop ; (%, p( ;) Y; ;
#» plus si ces conditions sont satisfaites, la solution de (3) est:

s 7y, - 8 60 e - v (b))

1
FUE
e g] si Aix - Vp(bi) > 0
S - ;
) 0 sinon
{ : _—
() >l si Aim Vp(bi) < 0
s, = 4
! j
L0 sinon.
_ cuve

En vertu du théoréme fondamental de la dualité en Programmation Linéaire,

”;(x,vp(bi) €tant fini, le dual de (3) est réalisable.
Te dual s'écrit:

‘Max w. lALx - . ) . [A.x - V_(b.
| Max s [Alx Vp(bl)] Max ws { ;X p( l)]
{wi LYy ou

! -

- Gi $w, €y

-
—

1 1

1
¢ programme n'est réalisable que lorsque -6. £ y. c.&.d.: 6. + vy, > 0.
q q
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La s0 i . X - . i X - . p
_a solution est ' [Alx Vp(bl)] si [Alx Vp(bl)] > 0
ou =5. [A.x -V (b.)] si [A.x -V (b,)] < 0.
i i p 1 i p i
omme désirée.
Selon que AiX - Vp(bi) > 0 ou Aix - Vp(bi) < 0, le probléme (!) peut etre

remplacé par:

i Max ¢cx -

Il. o= ]

) m
yi[Aix - Vp(bi)] Max cx + E?i [ﬂgx— Vp(biﬂ

1=1

L _ st m - e 1, M '
;AiX Vp(bi) > 0 ~=4, (4) Aix Vp(bi) <0 (4")

x 20 x 20

ia snlution & retenir sera celle qui domne & cx la valeurmla plus élevée.

fn ce qui concerne (4): La structure du programme force I Yi[AiX - Vp(biﬂ
1=1]

1 ftre petit et ipso facto force chacun des Yi[Aix - Vp(bi)] 4 €tre petit;

les vy étant fixés ce sont les Aix - Vp(bi) qui seront petits et Aix reste
dans le voisinage de Vp(bi)' Un raisonnement analogue peut se faire pour

Y

4. 0. Méthode directe

Une autre facon d'aborder (1) , serait simplement de considerer le

programme suivant:

Max c¢x

%Aix - Vp(bi)i suffisamment petit

. - Lot : > " -
interprétant "'/7| suffisamment petit’ comme un sous-ensemble flou de
H H

¥, représenté par la fonction linéaire par morceau du type:(g(qu

/O si —» < z ¢ -a,
+ P
el si -a, ¢ z ¢ —a
az—al 2 1 '
BN
u(z) =ﬁ 1 si -a; 5z a : |
2T si a, <z £ a '
a,~a, 1 2 j AAB
- ' '
\\O siz 3 a, . \
-d{ ) Q1 « 4 2

v
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le probléme de départ peut s'interpréter par la triade de problémes ci-

dessous chacun correspondant & 1'une des trois branches.

Pour les bran-

ches dont le degré d'appartenance ne vaut pas !, nous ajoutons une con-—

trainte supplémentaire exigeant un degré élevé de satisfaction.

tion sera celle qui donne 3 cx la valeur la plus élevée.

Mas ox

oAk - ) < -

1., 0 11\ Vp(bl) < a

i=l,...,m

a +A.x-V_(b.)

21 p 1 -

i1 1
a.—a

i
1

Max c¢x

i i
-a, < Aix - Vp(bi) £ 3

»

“

La solu-

Max cx
i i
a) < Aix Vp(bi) < a,
By om PUERY i
ai—A x+V _(b.)
2717 pil
— 28
al-al i
2 71
i=1,...,m
x> 0

. i i . P N
&5 seulls Ay 8y, Ooy Bi sont fixés par le décideur. Au cas ou nous avons

. . . - . ! .
des garanties sur le fait que les écarts sont petits (a;, Bi petlts)(%%jb)

. T
p( Ny

gb---

¥

!

e
U ()

y € R” et Vp(b) le vecteur de composantes Vp(bi)

1iors en vertu de lemme de Farkas

f1]

V= ixeRY, x 30, Ax = Vp(b)} to.

“r on peut simplement chercher la solution du programme: Max c¢x

remarque

/
Vf’ (_‘.)\‘ i !

'? 53

ue pouvons carrément demander que Aix soit égal a Vp(b{). Supposons que

0 ol A est la matrice ayant pour lignes Ay

x<X

Pour les cas oli ¢ aussi est de nature possibiliste, on peut remplacer

par Vp(c) et utiliser 1'une des approches ci-dessus.
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