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A PROPOS DES TOPOLOGIES, DES UNIFORMITES ET DES PROXIMITES FLOUES (suite)

J. et J.L. COULON

8¢ iUniformité floue associBe 3 une uniformitd.

¢ Rappe:s et notations :

Fappelons ce résultat, montré par Hutton dans [5]:

fort Looun treillis complet et totalement distributif, et soit f : L =L

e application exiensive et croissante :

SOnE, pour tout €L, fd(u) = /N\ [[ \M/ £(y) 1
vy €1

"CL, ¥YIM =g
Alave FUORLf L PO ag oS s pr les bo: ari . f°
Cavs b g est extensive er respecte les bornes supérieures ; f° est
sracde application de 1 dans L inférieure 3 f , extensive et

vespectant les bornes supérieures.

Gri, sett o 00 1t existe une partie de 1. (notée Bq dans la
ST cotlo que Vo w0 et telle que, pour toute partie [ de L telle que
v O T j N I Alors f°(a) = \/ £(R).
- B EB
o

2o Uomme Hufton ioujoers, notons, si " @ L > 1. est extensive et respecte les bornes

. .
. -1, -1 .
superieures , Foo{a) = /\\ v 3 F est extensive et respecte les bornes
/ *

N N
Fly ) Sa
5Hpdrieures.
s 7 er & sont deux applications de L dans 1. extensives et respectant

" s
{23 bornes supérieures, on note F MG = (FAG)® , et on a

TOA Y)Y = /“\ PP (R v 6]

{roration déjd utilisées dans la premiére partie pour les &léments d'une uniformité
Tioued.
« )

S eh T et si = € 1, notons y& = {x € X/u(x) > o} (niveau strict de flou)

Comme 31 est par exemple prouvé dane [8]: u= N [gq U u&] .
a €1



44

) * . . . .
4 Notons encore o —> o l'involution décroissante o = l-o de I et, pour

I *
wEIT s x 2 I-ux).

® Proposition 4 :

Soit LL une uniformité sur X .

Pour chaque U € qi, on définit 1'application DU : IX'—> IX
par D (u) = Qo UU(U& )]

(@ si a€2%,p () =uv@)

(b) (DU_1)° C (Da)—] ; et DU1 n° nu CDG] N... RDI‘}n

() {DS / U‘EQL]-_est une base d'uniformité floue sur X (au sens

de Hutton).

Ainsi : 2 une uniformité U sur X on peut associer une uniformité floue

gi) sur X définie par :
& X (IX) D extemnsive (8)
OU={D€(I) /

D respecte les réunions

Juell, pooe

U

(" D extensive" est d'ailleurs un pléonasme, joint 3 AU L , DD DG )

Preuve

* (a) : 53 A€ 28 » Dy(a) = n[aUU(A&)] =N [aUy@)] =] N ol Uua) = ua)

a#l a # 1
. « . ov-1 X
* ’b) : il suffit de prouver que D -1 C (DU) , donc quepour yu €1
U
D _,Gm<c .y P
U Dp(p ) Cu
o 0 * * 3
«'est-3-dire que Dy(e) Cu =D _1m Co (i)

U



{'r »n peut faire la remarque suivante : D _l(u) c n g (i1)
U * *
D, (&) Cu

) o . ] * *
En effet, soit £ & IX telle que DU(E ) Cu

*
o vt

vx ot N\ LoV u(*g(;)(x)] < 1-p(x).
[64

. . %
Oy i‘.’;’jq;ix) = ) © Yy & E(; : (z,%) ¢ U< [&(z) <l1-a = (z,x) E U]
N D N AN t(z) <l-a = (z,x) € U} < 1-u(x)
Claywyo o n(e) 2 l=a) S - (%)
PAT f\ Hz) Z l~al < 1-ui(x)
(z,u) o H
/\\ t(z) < I-p(x), et donec u(x) < /\ g(z) (iii)
(z,x) €1 (z,x) €U

SE I SR Y :/\ [ \/U—I(u&) (x)] , et comme
P L
SRS x) =0 ¥z € 11(; : (z,x) & U—I < (u(z) > a ~> (z,x) & U_l)-

1

o0 (x) =‘/\\{ﬂ/u(z) >a > (z,x) & U—l} =/\{0L/(z,x) €U -u(z) <at =

=N\ {o /o> \/ 1 u(z)} = ...

(z x) €0

\'4 - (z)
{2 x) &0

. - . X * *

Jeo morte que si & €1 est telle que DU(E) Ch
| ’ A
pour tout 2z € X tel que (z,x) €U  : u(z) < £(t)
(t,z) €U

{(d"aprés iii)
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d'od D _ (p)(x) = \/ _, w(z) SE(x) , ce qui prouve la remarque (ii’
U l (z,x) €U l

* *
Alors si DG (p) Ty

* .
Soit B, une partie de I telle que\/B* = p et telle que pour toute partie .[
. p
* .
de 1 telle que VI =p on ait :
3 ° (5
¥v8E€B, ,Avy €l ,B8<y :D (p) = U D_(})
* U U
P A €B

*
p

* *ok * R
donc par hypothé&se, pour tout X € B, : DU(X) Cyu, cad DU()\ ) €u et-d'aprés

la remarque (ii) : D*I () Ck*.
U

. * * *ok
De sorte adue : D _](u) c N A= (U ) =p =p, cqfd.
U A € B* A€ B*
o p
D'autre part
<]
oy o n O - CDn._ —»p° Cp° ° & i i
n DV DU lv DU DV (DV eétant la plus grande application
15 S S . . .
1 i 4 etre extensive, respectueuse des réunions et moindre que DV)°
Done D; NNy C D["] n...nN DG » et par suite
i n | n
~ N,
D? C (D° . NDp2 )° =0p° o
OX ) =07 N ... KD

U R I §
H n

X
. . I . .
* (¢} Soit a) = {Dh € (IX)( ) / D extensive ; D respecte les réunions H

v chu.& D DD{} b, et soit B = {DIOJ /v ey

Si DEB,3 EEB telle que EoE CD . En effet,

- v ST & n € : D2 D) b °
Remarque Si ﬁ et s W ?l DVoW DV (o] DW

En effet, s1 o € | et A€2X : Dv(rx Up = N {g UV (a UA)é 1Y = a Uv@) , de
BE I

SOT T¢ que

Dyow' )~ "‘ [a U Vow(u&)] =0 Dy [ U W(uo't)] 2 D, { QIOL Uw)ll = D ID, (] =..
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B uw (u)

hone Dlob> €D obh  C ot - °oD?, i
L ! - ODy vOPy DVOW e comme DVODW est extensive et respecte les
T ONs

U;nD& ‘ DQOW

N on st U E?L , 11 existe V €W tel1e que VoV C U , et alors

Mt Dy < PyeDy

% 2st donc  (cf Hutton : [5]) une "quasi"-uniformité floue sur X , de base B

. . . -1
i, ED est une uniformité sur X car D Ea—’D Gi). En effet,

S>3, D Ope ~>DID(DI"I)"‘DD° Sp e

!
® {roposition 5 g
U rTTI féiL’;7 (5]
(8) N

¢ Lensidirons le Jiagramme '( = ! (commutatif d'aprds

i fa propesition 3),

| Al est me topolhgie floie au sens de Lowen.

‘Teuve

vs 1 e vl (@ = 0 T8 VU@l - AN g -,

e T £ = o

L I et U 6%1 : D;(a)

4 abord D{’](rv.) a3 d'autre part : Da(a) - DU(OL)

¥

LA C1 g o= N _Dia) (d aprés la proposition 3)
neD
| A

; — -7 : . -7

Don: - {76~QL Ai.# @) a = 0 D) C'Dé(a) = ¢ , et finalement a = «o
D ¢
& ! -P - syoximité loue associée A une proxinité

an: | %7, Katsa as associe A toute proximité A sur X une proximité floue &
A

wév *¥A Dy, ¥B Dv : AAB (9)
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Remarques
* & est a fortiori une L-P proximité floue

* v 9‘u6 A vé (proximité -au sens usuel- des supports).

§3 VARIATIONS FLOUES A PARTIR D'UNE UNIFORMITE

® Soit %L uue uniformité sur X.

@ O (£)

* 1) on peut considérer le cheminement w© >A->§ >1 qui, 3 partir de (‘L R
nous conduit 3 une topologie floue (au sens de Chang) via une proximité et

une proximité floue (au sens de Katsaras). Décrivons ce premier itinéraire :

AAB‘*VUE(LL: U(A) NU) # ¢

usv %A Du , ¥B DOy, wu €W : ua) Nnu) # ¢ o w el HU(ug) 0 UL A

=T * * "
uo= N p =N b - A ' * |
o ¢/ 3 vell,uw num = (‘/30 €W, U) NUGY =0
* ) On peut considérer 1L (8 :>éi) (6) ;>5,
2)
(4)
T'

qui nous emméne de QL d une topologie floue via une uniformité floue et
¢ventuellement via une L-P proximité floue. La proposition 5 nous a prouvé
que ce diagramme est commutatif et que T' est une topologie floue au sens

de Lowen.

Décrivons cette pérégrination :
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X X . .
= 5) - D: I —>1 est extensive et respecte les réunions
3y e » D 2Df

mwGWE@memwewe%:%m$%m

cwel :{ U bWl ql U D.(o)]
AG%U $tE%U

‘*VUEu—/3>\€BU , BtEB\) : DU(A)$ Dy (6)

H

. ) * *
}T = M D(U) = m [ * = m % 6]
S D €60, D(p) C D(y) p €D, p(p) C 1

(1) (w) " N .
n troisidme cheminement est QL “"“—"—€>T —_—T . o (L) est

cagendrement au sens de Lowen (cf [3]), et qui nous conduit i une

“opslogie floue au sens de Lowen via une topologie.

. =T
Descvript om A = N U(A)
U EW
I est t'-fermée ¢ ¥q € T : Hy est T-fermé.
* L} Happels
Dane 1491 nous avons introduit une notion de proximité floue 3 valeurs dans 1
P

que nous appellerons ici une proximité totalement floue

Ces. une application 8 IXX 'I,X'—> T (donc une relation floue) telle que

L. 6Gu,v) = 8(v,n)
2. S(u Yy, p) = g(u,p)\/é(v,o)

3. 081 x€X et a €1 : §(x,a)=a (x mis pour {x}, o désigne
tantdt un élément de T tantdt la partie floue constante

X )

L. 81 ug désigne x — S(x,u) . 6(x,u8) = S(x,u)



5. 81 x€X 1 8(x,u) & u(x)
Rappelons ces résultats (nous les avons prouvés dans [9])

a) A _“-(.))_>§ : E(u,v) =Vi{a€ I/ua A va} asgocie 3 .toute proximité& une
proximité totalement floue (dite engendrée par A ),

g8) & —-—-..3(”) A:py est A fermE il =y agsocie 2 toute proximité totalement
é

floue une topologie floue au sens de Lowen.

vY) on a le diagramme commutatif :

(10) \:n
A
(2) /w)'

De sorte qu'un quatridme chemin eskt QLT”—->A (10 > § (“)~>l

qui conduit de W a une topologie floue engendr&e au sens de Lowen qui n'est

autre ~d'aprés y) - que 1t ",

Proposgition 6

- | ‘ / )
Soit u une uniformité sur X.
' Z Z D I
On a le diagramme commutatif : U) /}.)
: / _
) ¢
—_—,

(e

(2) s

avec ces commentaires : l T est une topologie floue au sens de Chang

T | n'est jamais une topologie floue au sens de Lowen
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§ est une proximité floue au sens de Katsuras
' = 1" = X est un topologie floue au sens de Lowen, en-

gendrée (au sens de Lowen)

par T , et contenant T

SD est une uniformité floue au sens de Hutton, engendrée (2
notre sens) par AL .

8' est une L.P. proximité floue (2 notre sens)

8' n'est jamais une proximité floue au sens de Katsaras (1la
généralisation &tait donc nécessaire).

§ est une proximité totalement floue (3 notre sens), engendrée

(2 notre sens) par A .

Preuve
4 € iy €T ¢ My, €T
g et N D{’I(u)“ N D) =y
v €Y D €
de sorte que pour tout x € X : /\ \/ DU(A) (x) = p(x)
UEW ) €8 :

u
NV N avionml - um

U EY AEBu a €1

mais ?J(}xé) x) =0¢[(z,x) €U~ (2) <a]

d'oii /\ \/ /\ {o €EI/(z,x) €U 2> A(2) <a} = p(x)
veldl r €8

/\ \/“ \/ A(z) = u(x)

veq a EBU (z.x) €U

/\ \/ u(z) = p(x).

v €Y (z,x) €U

Alors, si pour tout U e(ll. x € U(ua), pour tout U ell il existe z € ,

rel que (z,x) € U, de sorte que

p(x) = /\ \/ u(z) = a

v eWU (z,x) €U
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D'od (\ Up ) = Hy et My est T~fermée.

En effet, si y € ' , d'aprés ce qui précéde ¥a €1 : u, € T , de sorte que

HE w (1) = 1" .

* Lemme : Si u est t"-fermée , N DU(u) =y
J— U €

En effet, si p est Tt"-fermée :

remarquons d'abord que ¥a € 1 : n, est T-fermée, de sorte que

5::0 = .
o 521 U(ua) Hy (R)

U €U
Alors N DU(u) = N N [aVu (u&)] = N G , ol
U EW U€Elle €1 a€1 ¢
G o= N laVuwhl
* el ¢
mais pour tout a €1 :
6 = 0 [alUUu(U uB)] = N [aU U U(uB)] = N U [a UU(uB)] = ...
* geyw 8>a v €L B> a =

= (par distributivité totale)...
= U N [oUVQW )l =U {aU[ N U )} =
R F(U)
Fe;:u‘ueu F UEW

wu e 9l Fu) >a

= (d'aprés la rémarque (R))...

Co U ‘U u =(1ch'1

F

de sorte que :
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D, (u) € N [o U u&] = u et on a en fait 1'€galité annoncée.
U e - a €1

* Alors, si u est t'"-fermée

5T o= N DB (u) C N DU(u) =nu et u est t'-fermée .
U ew U ey
b= A e
Puisque (comme il est prouvé dans [9]) " =1, ona ' = t" = )
B Gl =1 =2
T *

Rappelons que p = N o
AUVEW, UG Nuw!) =8

soit - € 1% telle qu'il existe U eW telle que U(pé) N U(ué) =0 ;

* * * *
alors 2 Cne 'y C ") = "y C ! = ' °
ilers Didp) by ) Dy (p2) -U(po) UCul) D,(ul) C D,(w) C Dy (W)
o * - 7!
donec . 2 2 ) =y T

- , ce qui prouve que T C 1'
A0 €D,d(p) C D

* n esl jamais une topologie au sens de Lowen, et 1 C 1'= "= )

-
— 4

er etfer, une topologie associe (par le procé&dé (5)) i une proximité floue
su sens de Katsaras n'est jamais une topologie floue au sens de Lowen (d'odi
précisément 1'introduction de la notion de L-P-proximité floue). En effet,

[ T e < 1 T o= M e = @ = ¥

La l-P-proximité floue &' n'est jamais une simple proximité floue au sens

je Katsaras

puisque -par (5)- on lui associe une topologie floue (t') qui est une

topclogie floue au sens de Lowen.
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§ 4 Utilisation d'une proximité totalement floue :

® Dans [9] nous avons introduit une notion de proximité floue i valeurs

dans I que nous appellerons ici une proximité totalement floue.

-~ X
C'est une application & : I XIX'* I telle que

Lo 8(u,v) = 8(v,u)

2. 8(uYv,p) = §(u,p)Vv 6§(v,p)

3. Si x€X et si a€1I: 8(x,0) =a (x mis pour {x} , a
désigne tantdt un &lément de I , tantdt la partie floue cons-
tante x = a)

4. Si Mg désigne x = §(x,u) : G(X,ua) = §(x,u)

(ol
.

Si x €X : §(x,n) = p(x).

® Rappelons ces résultats (nous les avons prouvés dans [9] ) :

b .A.-_£l£2f98 : S(U,v)==\/ {fa €1/ b, A v, } associe 3 toute proximité

totalement floue.

: ( . . R
P S . Ll)) Ay est A-fermd “u = u associe 3 toute proximité totale-
§
ment floue une topologie floue au sens de Lowen.

1¥ on a2 le diagramme commutatif

~

® Propositon 7 :
m_ﬁL“»mh (5 \\ - ”

Soit Q1. une uniformité sur X. (ji)//;7
on & le diagramme commutatif \\\tiljb ////E//////,///;7QL1)

? (frox\ M\kc

/ tokalement F\ou‘,)

avec une nouvelle facon de calculer u : = S-——————%> Z

une proximité
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B0 = 00 = a0 = 8Gw =V fa/x B u) = ia¥ U el ueo Nuw) # 0.

§5 Exemples "extrémetd

o 1"" exemple V- x x x3 (c'est le cas le plus "grossier")

Alors 1) AAB“A+£ Q@ et B+
2) ubveout@d et v£ 9

{9, x}

H

1l

{D/D respecte les réunions, et D DA} , ol

T
4)@
4

(W) =Vvp : x > \% u(x)
x €X

5) ud'vevuy+ vy >l

6) S(u,v) = (Vu)A (Vv)

7) tf=1" =X = {afa € I}

En effet :
1y 85 A # @, UW) =X

2y A& eyt Ayt e T 1 o
Db e ul Ayl oul 49 et vy 0 n#9P et v£9

DEB,T = N 5=0=x
p § u

St
—t

@eu =08<uCa
Sinon

D (u) = A a = Vy

u )

a H

4) Soit U = XxX : U(u&)

Comme D respecte ici les réunions : DG(U) = DU(u) =V

U i

Y rraivial

6) S(u,v) = Via € u, Aol =Vie €1/u #0 et v #0} = (V)A V)
73 on sait que w({@, X}) = {a/a € 1} .

® Jéme exemple :

U= 1v :)Ay} , oi A x = {(x,x)/x € X} ("diagonale de X")

(c'est le cas le plus "fin").
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Alors:

1) AAB9ANB# ¢

2) wbv e pNv #g

3) Tt =2

4) Q) est 1'ensemble des applications : IX'* IX extensives et
respectueuses des réunions.

5) ué'v“’ugt\)*

6) 8(u,v) = V(u N v)

7)ot == =1t

Fn effet,

) AAB ©A(A) NA(B) #0 “ANB £ ¢
X X

2) uév‘*uéﬂvé*’uéﬂvé#vﬂ*uﬂv#(b

. * * * * *k
Dy =0 p=Ng = (U p) =( U p)=uc')=u
pfu pNu=¢g o Nu=4¢ pCu;*
X
slors o t-fermé €y = yu' ¢y nette . Donc T = 2 .

o
4) car DR =D, = IIX
X X
5) évident
6) 8(u,v) =V {a €1/n A v} =via€1/u Ny )} =

= v{a € 1/ (u m\))m # 0} = V(u Nv).

7) on sailt que m(2x) = IX

34 . . . . . . .
® Moralité de 1'histoire (s'il en faut une !) : Ces variations donnent diverses

approches d'une topologie floue au sens de Lowen engendrée par une topologie

uniformisable.

Bibliographie : Elle a été fournie a4 la fin de la premidre partie de l'article.




